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Pre´sentation du document
Dans ce manuscrit, j’expose divers travaux lie´s a` l’e´tude de l’instabilite´ dynamo. Afin
de ne pas alourdir sa lecture, je pre´sente dans des comple´ments des re´sultats utilise´s dans
la the`se mais qui ne sont pas essentiels a` sa compre´hension. Suivant le lien du comple´ment
avec le texte, il est situe´ en fin de chapitre ou de partie.
Le premier chapitre est une bre`ve introduction au proble`me de l’instabilite´ dynamo: la
cre´ation d’e´nergie e´lectromagne´tique a` partir d’e´nergie me´canique. Ce sont des re´sultats
connus utilise´s ou discute´s ulte´rieurement.
Dans la premie`re partie, je m’inte´resse au “Seuil d’instabilite´ dynamo”. En partant des
re´sultats existants pour la dynamo de Ponomarenko, je formule le proble`me d’instabilite´
line´aire en terme d’un ope´rateur. Le calcul de cet ope´rateur et de son adjoint sont une
e´tape cruciale pour toute e´tude perturbative d’un proble`me dynamo. Par ailleurs, j’e´tudie
la limite de cette dynamo pour de petits nombres de Rossby, une limite qui permet de
mettre en e´vidence les me´canismes d’instabilite´.
Afin d’e´valuer l’effet sur le seuil d’instabilite´ de la “Mise en mouvement d’une couche
externe”, je de´cris un mode`le de dynamo proche du pre´ce´dent pour lequel est mis en
mouvement une couche d’un me´tal conducteur qui entoure la zone ou` a lieu l’e´coulement.
Je pre´sente une e´tude nume´rique de la valeur du seuil d’instabilite´ en fonction du mou-
vement et de la taille de la couche externe et la compare aux re´sultats pre´dits par un
de´veloppement perturbatif de´taille´ en comple´ment. Dans certains cas, l’invariance de
l’e´quation d’induction par changement de re´fe´rentiel en mouvement solide est utile pour
calculer le seuil d’instabilite´. Bien que ce re´sultat soit connu, j’en donne une preuve en
comple´ment car je n’en ai trouve´ aucune de´taille´e.
Avec la re´cente mise en e´vidence par des expe´riences de laboratoire de l’instabilite´ dy-
namo, s’est pose´e la question de l’influence sur le seuil d’instabilite´ de la partie fluctuante
du champ de vitesse cre´e´e par la turbulence. Pour ces expe´riences ou` l’e´coulement est tre`s
contraint, la turbulence n’est pas trop importante et son effet sur le seuil semble eˆtre tre`s
faible. Je calcule cet effet perturbativement et donne un de´veloppement de la valeur du
seuil en fonction de l’amplitude de la partie fluctuante du champ de vitesse. Dans le cas
particulier d’une dynamo de Roberts, le premier coefficient non nul du de´veloppement est
de´termine´ et est relie´ a` la valeur de l’effet alpha turbulent, une notion connue pre´sente´e
en comple´ment.
C’est un exemple de l’effet d’un bruit multiplicatif sur une instabilite´. Dans le de´ve-
loppement perturbatif re´alise´, s’introduit une condition de solvabilite´ qui ne´cessite de
de´finir une forme biline´aire. Compte-tenu du caracte`re stochastique des champs et de
la partie fluctuante de la vitesse, la forme biline´aire doit eˆtre de´finie pour des variables
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ale´atoires et elle fait intervenir une moyenne sur les re´alisations du bruit. Cette ide´e est
teste´e sur d’autres types d’instabilite´s: une instabilite´ stationnaire simple qui mode´lise
l’e´tat de la surface d’un ferrofluide soumis a` un champ magne´tique vertical et l’instabilite´
parame´trique d’un pendule vibre´. Le de´tail des calculs et la comparaison aux expe´riences
sont expose´s en quatrie`me partie. C’est un comple´ment en ce sens qu’il ne s’agit pas d’une
e´tude de l’effet dynamo mais d’une ge´ne´ralisation a` d’autres instabilite´s de la technique
utilise´e pour l’e´tude de l’instabilite´ dynamo bruite´e.
La seconde partie concerne l’e´tude des “Me´canismes de saturation et e´nergie ma-
gne´tique au-dessus du seuil d’instabilite´”. Dans le cas de la dynamo de Ponomarenko
je pre´sente un de´veloppement perturbatif qui permet de calculer l’amplitude du champ
magne´tique sature´ pre`s du seuil d’instabilite´. Dans le chapitre suivant, la formule trouve´e
est ge´ne´ralise´e par analyse dimensionnelle a` d’autres types d’e´coulements et compare´e aux
mesures expe´rimentales. En comple´ment a` cette partie est pre´sente´e une variante fluide
de la dynamo de Bullard. L’e´tude de sa saturation est plus simple et peut eˆtre faite non
perturbativement car la structure spatiale du champ magne´tique est triviale.
En troisie`me partie est de´crite l’ ”E´tude d’un e´coulement tourbillonnaire de sodium
liquide”. Il s’agit de mesures re´alise´es avec l’e´quipe VKS. Deux effets d’induction ont e´te´
mis en e´vidence: l’effet ome´ga et un effet non-line´aire qui peut eˆtre interpre´te´ comme un
effet alpha. Je compare les mesures aux valeurs calcule´es pour l’e´coulement mode`le de
Ponomarenko. Enfin je pre´sente les mesures des fluctuations d’induction magne´tique qui
re´sultent de l’advection du champ magne´tique applique´ par l’e´coulement turbulent.
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Chapitre 1
Du champ magne´tique cre´e´ par un
mouvement
1.1 Bref historique de la notion de dynamo
Le sens le plus commun du mot dynamo est associe´ a` la ge´ne´ration de courant e´lectrique
a` partir d’une action me´canique. Pour eˆtre plus pre´cis, l’exemple de dynamo le plus
re´pandu est le syste`me qui permet sur une bicyclette de cre´er un courant e´lectrique allu-
mant les phares en transformant une partie de l’e´nergie me´canique re´cupe´re´e par frotte-
ment sur la roue.
Le principe est simple et nous le sche´matisons en figure 1.1. La roue met en mouvement
un aimant qui est place´ pre`s d’un circuit e´lectrique. Le mouvement de l’aimant provoque
une variation de flux magne´tique dans le circuit et y induit un courant I par un simple
effet d’induction. Le courant est ensuite utilise´ pour allumer une lampe.
Au lieu d’utiliser le courant pour allumer une lampe, nous pouvons envisager de nous
en servir pour cre´er un champ magne´tique. Si ce champ magne´tique est conc¸u de manie`re
a` induire un champ e´lectromoteur dans le circuit, il peut jouer le roˆle de l’aimant. Il
semble donc possible d’engendrer du courant e´lectrique et donc du champ magne´tique a`
partir d’e´nergie me´canique sans utiliser d’aimant. Une re´alisation simple est la dynamo de
Bullard que nous avons sche´matise´e en figure 1.2. Le me´canisme suppose l’existence d’une
fluctuation de courant e´lectrique dans le circuit. Ce courant parcourt une spire et cre´e un
champ magne´tique. Le mouvement du disque en rotation dans le champ magne´tique induit
une force e´lectromotrice le long du rayon AP . Celle-ci engendre un courant qui s’ajoute a`
la fluctuation. Nous venons de de´crire en quelques lignes un me´canisme d’instabilite´ tre`s
simple: une fluctuation initiale, qui est toujours pre´sente ne serait-ce que par agitation
thermique, va croˆıtre.
Cette instabilite´ peut eˆtre nomme´e “effet dynamo solide”: il s’agit de la ge´ne´ration
d’e´nergie e´lectrique a` partir d’e´nergie me´canique en utilisant un ensemble de circuits
e´lectriques et d’e´le´ments mobiles solides. Ce syste`me a e´te´ re´alise´ pour la premie`re fois
par Siemens. De nos jours, des alternateurs dont le fonctionnement est base´ sur ce principe
sont utilise´s industriellement [1].
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S
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Fig. 1.1 – Sche´ma de principe du fonctionnement d’une dynamo de bicyclette.
L’aimant, dont les poˆles sont note´s S et N , est en rotation a` la fre´quence f et produit
une variation pe´riodique du flux, donc un courant I alternatif, dans le circuit fixe
(en gras) contenant la lampe.
A
P
B
I
f
Fig. 1.2 – Sche´ma de principe du fonctionnement d’une dynamo de Bullard. Le
disque mobile est en rotation a` la fre´quence f , un courant I est induit dans le
circuit fixe (en gras).
1.1. BREF HISTORIQUE DE LA NOTION DE DYNAMO 13
De fac¸on comple`tement inde´pendante, la pre´sence de champ magne´tique sur Terre
e´tait de´ja` connue par les chinois au huitie`me sie`cle avant Je´sus-Christ. Il est couramment
utilise´ par les voyageurs, car l’aiguille des boussoles s’oriente paralle`lement a` la projec-
tion horizontale des lignes de champ, ce qui permet de repe´rer la direction dite du nord
magne´tique. Une explication possible de la pre´sence de ce champ pourrait eˆtre l’existence
au centre de la Terre d’un gigantesque aimant. Une simple objection a` cette interpre´tation
est qu’il n’y a pas de mate´riau ferromagne´tique connu qui puisse se comporter comme
un aimant aux tempe´ratures et pressions qui y re`gnent. Il faut donc trouver un autre
me´canisme pour expliquer l’existence de ce champ magne´tique.
C’est Larmor [2] qui eut l’ide´e d’un me´canisme similaire a` “l’effet dynamo solide” qu’il
de´crit ainsi dans le cas du Soleil: “Such internal motion induces an electrical field acting on
the moving matter: and if any conducting path around the solar axis happens to be open,
an electric current will flow round it, which may in turn increase the inducing magnetic
field. In this way it is possible for the internal cyclic motion to act after the manner of the
cycle of a self-exciting dynamo”. Il ajoute que ce me´canisme peut s’appliquer a` la Terre
mais ne´cessite l’existence de mouvements fluides en son centre: “it would require fluidity
and residual circulation in deepseated regions”. Notons que son article est ante´rieur a` la
mise en e´vidence de l’existence d’un noyau liquide sous la crouˆte terrestre, comme nous
l’avons dessine´ en figure 1.3. Depuis que cela a e´te´ ve´rifie´, le me´canisme d’une instabilite´
dynamo dite “effet dynamo fluide” est couramment admis pour expliquer la pre´sence de
champ magne´tique sur Terre.
Peu a` peu, les astrophysiciens ont re´alise´ des mesures du champ magne´tique de diffe´-
rents objets stellaires. Il s’ave`re qu’une grande majorite´ posse`de un champ magne´tique et
que le me´canisme de ge´ne´ration semble dans de nombreux cas eˆtre l’instabilite´ dynamo
fluide. La plupart des plane`tes de notre syste`me solaire ont un champ magne´tique, ainsi
que le Soleil et d’autres e´toiles. Mais ce n’est pas tout, notre galaxie, ainsi que les amas
galactiques en ont un et ce champ n’est pas la simple somme des champ magne´tiques
cre´e´s par les plane`tes et e´toiles qui les composent.
Diverses grandeurs caracte´ristisant des objets stellaires sont pre´sente´es dans le tableau
1 [4].
Milieu B ρ L v ν η L
2
η
B2L3
2µ0
B2Lη
2µ0
Notre galaxie 10−10 2 10−21 1019 104 5 1013 1017 1013 1043 1022
Soleil 10−4 1 2 108 103 3 10−5 103 106 4 1022 109
Jupiter 4 10−4 103 5 107 5 10−2 3 10−6 10 107 1022 4 107
Terre 10−4 104 3 106 4 10−4 10−6 3 105 2 1017 105
Naines blanches 102 - 104 1010 107
E´toiles a` neutrons 106 - 109 1019 104
Tableau 1: Valeurs typiques du champ magne´tique, de la densite´, de la taille, de la vitesse,
de la viscosite´ cine´matique, de la viscosite´ magne´tique, du temps de diffusion magne´tique,
de l’e´nergie magne´tique totale et de la puissance dissipe´e par effet Joule. Toutes les gran-
deurs sont en unite´s MKSA sauf le temps de diffusion qui est en anne´es. Nous pre´senterons
ulte´rieurement la signification des grandeurs qui n’ont pas encore e´te´ introduites.
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Fig. 1.3 – Structure interne de la Terre et lignes de champ magne´tique. Le noyau
interne est solide tandis que le noyau externe est liquide et en mouvement. Figure
extraite de [3].
Nous donnons, a` titre de comparaison, les valeurs correspondantes aux naines blanches
et aux e´toiles a` neutrons bien qu’il soit peu probable que le me´canisme de ge´ne´ration du
champ soit similaire aux instabilite´s dynamos existant dans les autres objets. Les valeurs
du champ magne´tique sont extreˆmement varie´es. Notons qu’elles croissent lorsque nous
passons des objets les plus e´tendus (galaxie) aux plus petits (Terre). Ne´anmoins si nous
calculons l’ordre de grandeur de l’e´nergie magne´tique B2 L3/µ0 de chaque objet, celle-ci
s’ordonne bien dans un sens croissant avec la taille de l’objet e´tudie´.
Par ailleurs des mesures de l’e´volution du champ au cours du temps ont e´te´ re´alise´es
pour la Terre et le Soleil. Dans les deux cas, le champ n’est pas constant et il s’inverse au
cours du temps.
Alors que l’e´volution semble eˆtre globalement pe´riodique pour le soleil avec une pe´riode
d’environ vingt-deux anne´es [4], le cas de la Terre est diffe´rent. A l’aide de mesures
ge´omagne´tiques tre`s pointues, la valeur du champ magne´tique a e´te´ e´value´e sur plusieurs
millions d’anne´es. Le champ est en premie`re approximation celui d’un dipole et, en figure
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Fig. 1.4 – Moment dipolaire du champ magne´tique terrestre (en 1022A.m2) durant
les quatre derniers millions d’anne´es [6, 7].
1.4, nous trac¸ons la valeur de ce dipole en fonction du temps. Le champ est fluctuant autour
de valeurs non nulles durant de longues pe´riodes avant de s’inverser brusquement de fac¸on
ale´atoire. Ces dynamiques complexes et varie´es rendent particulie`rement inte´ressantes
l’e´tude et la mode´lisation de l’instabilite´ dynamo.
Depuis Larmor, de nombreux travaux ont e´te´ re´alise´s. Principalement the´oriques, les
premie`res e´tudes ont tente´ d’infirmer ou de confirmer la possibilite´ de ge´ne´ration de champ
magne´tique par un e´coulement. Ces e´tudes ont ensuite e´te´ aide´es par le de´veloppement
des simulations nume´riques. Si des avance´es re´centes ont e´te´ re´alise´es concernant la dy-
namique du champ [5], les parame`tres physiques utilise´s diffe´rent e´norme´ment de ceux
des syste`mes qu’elles sont cense´es mode´liser. Dans l’e´tat actuel de la puissance des ordi-
nateurs, une mode´lisation re´aliste de la dynamo terrestre est totalement exclue. Durant
les vingt dernie`res anne´es, la re´alisation d’expe´riences de laboratoire tentant de mettre en
e´vidence l’instabilite´ dynamo a permis de ve´rifier des de´ce´nies de re´sultats the´oriques et
pourrait permettre de comprendre certaines caracte´ristiques dynamiques du champ cre´e´
dans des conditions proches de celles de la Terre.
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1.2 Obtention des e´quations dans l’approximation de
la MHD
Les e´quations qui re´gissent l’e´volution du champ magne´tique se de´duisent des e´quations
de Maxwell qui sont
∇× ~E = −∂
~B
∂t
, (1.1)
∇× ~B = µ0~ + 0 µ∂
~E
∂t
, (1.2)
∇ · ~E = ρe
0
, (1.3)
∇ · ~B = 0 , (1.4)
ou` ~E est le champ e´lectrique, ~B le champ magne´tique, µ la perme´abilite´ magne´tique du
milieu conside´re´, ρe sa densite´ volumique de charges et~ la densite´ volumique de courant
e´lectrique.
Nous conside´rons l’e´coulement de me´taux liquides conducteurs dont la perme´abilite´
magne´tique est celle du vide µ0 = 4 pi 10
−7 en unite´s MKSA. Si la vitesse locale du fluide
est ~v, les lois de transformation classique des champs permettent d’exprimer la densite´
locale de courant dans un fluide conducteur par
~ = σ( ~E + ~v × ~B) . (1.5)
Le terme σ ~E correspond a` la loi d’Ohm pour un conducteur au repos, σ e´tant sa conduc-
tivite´ e´lectrique. L’autre terme est proportionnel au champ e´lectromoteur ~v × ~B induit
par le mouvement du fluide a` vitesse ~v dans un champ magne´tique ~B. Pour pouvoir ap-
pliquer la loi 1.5, plusieurs crite`res doivent eˆtre ve´rifie´s. D’une part, pour pouvoir utiliser
la conductivite´ e´lectrique σ de´finie pour des champs stationnaires, il faut que le temps de
collision τ des e´lectrons dans le me´tal soit petit devant le temps caracte´ristique d’e´volution
du champ e´lectromagne´tique [9]. En notant f sa fre´quence, il faut
τ f  1 . (1.6)
D’autre part, pour conside´rer que la conductivite´ est inde´pendante du champ magne´tique
B, il faut que celui-ci modifie peu la trajectoire des e´lectrons. En utilisant la fre´quence de
Larmor fl = eB/m d’un e´lectron de masse m et de charge −e dans un champ magne´tique
B, il faut ve´rifier que
τ fl  1 . (1.7)
Le temps de collision est relie´ a` la conductivite´ e´lectrique par la loi σ = n e2τ/m ou`
n est la densite´ volumique d’e´lectrons. En conside´rant un me´tal liquide typique pour
lequel σ ' 106 Ω−1.m−1 et n ' 1028m−3 [8], les deux approximations pre´ce´dentes sont
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justifie´es si la fre´quence du champ e´lectromagne´tique est infe´rieures a` 1014Hz et si le
champ magne´tique est infe´rieur a` 1000T .
Nous en de´duisons une e´quation ve´rifie´e par le champ magne´tique en prenant le rota-
tionnel de l’e´quation 1.2
1
µ0σ
∇2 ~B = ∂
~B
∂t
−∇× (~v × ~B) + 0
σ
∂2 ~B
∂t2
. (1.8)
Le rapport entre les termes de de´rive´es temporelles vaut
0 µ0
∂2 ~B
∂t2
µ0 σ
∂ ~B
∂t
=
0 f
σ
=
f
fc
, (1.9)
ou` f est la fre´quence d’e´volution du champ magne´tique et fc = σ/0 est une fre´quence
caracte´ristique du me´tal conducteur. Elle est associe´e au temps de de´croissance d’une
densite´ locale de charge dans un me´tal au repos. Ce temps est tre`s bref et, pour un me´tal
moyennement conducteur tel que µ0σ ' 1, nous avons fc ' 1017Hz. Cette fre´quence est
conside´rablement plus grande que celles sur lesquelles varie le champ magne´tique, que ce
soit dans les objets stellaires ou dans les expe´riences de laboratoire. En effet, le champ
magne´tique est cre´e´ par l’e´coulement et il est naturel de supposer que ses fre´quences de
variation vont eˆtre proches des fre´quences hydrodynamiques. Cette limite est par ailleurs
moins contraignante que celle de l’e´quation 1.6. Nous pourrons donc toujours ne´gliger
le terme de de´rive´e temporelle plus e´leve´e de l’e´quation 1.8, ce qui revient a` ne´gliger le
courant de de´placement de l’e´quation 1.2. Notons que cette approximation est cohe´rente
avec la loi 1.5 qui est l’expression de la loi d’Ohm valide dans la limite non relativiste [9].
L’e´quation du champ magne´tique prend alors le nom d’e´quation d’induction et s’e´crit
∂ ~B
∂t
= ∇× (~v × ~B) + η∇2 ~B , (1.10)
ou` la viscosite´ magne´tique du fluide est η = (µ0σ)
−1. Ce sont les e´quations de l’e´lectroma-
gne´tisme dans la limite dite pre´-maxwellienne puisqu’est ne´glige´ le courant de de´placement
introduit par Maxwell. Dans cette limite, la connaissance de ~B permet de connaˆıtre le
champ ~E a` l’aide des e´quations 1.2 et 1.5. Par ailleurs, contrairement a` un me´tal conduc-
teur au repos, la densite´ de charge n’est pas nulle et vaut ρe = −0∇ · (~v × ~B).
Souvent le me´tal est situe´ dans un volume entoure´ par une surface S, l’exte´rieur e´tant
le vide. La` encore, a` partir des e´quations de Maxwell, nous de´duisons les e´quations dont
est solution le champ magne´tique dans le vide, a` savoir ∇ × ~B = 0 et ∇ · ~B = 0. Nous
de´taillerons sur des exemples quelles sont les conditions aux limites que ve´rifie le champ
aux parois.
Il y a ge´ne´ration de champ magne´tique par effet dynamo quand la solution triviale
~B = ~0 des e´quations 1.4 et 1.10 est instable.
Il faut aussi pre´ciser l’e´quation qui re´git l’e´volution du champ de vitesse du fluide. Les
e´coulements de me´taux liquides sont bien de´crits par l’e´quation de Navier-Stokes [10]
ρ
(
∂~v
∂t
+ (~v.∇)~v
)
= −∇P + ρ ν∇2~v +~× ~B , (1.11)
18 CHAPITRE 1. DU CHAMP MAGNE´TIQUE CRE´E´ PAR UN MOUVEMENT
ou` ρ est la densite´ du fluide, ν la viscosite´ cine´matique et P le champ de pression. Le
terme~× ~B est la force de Laplace par unite´ de volume qui s’exerce sur le fluide. C’est le
terme de couplage qui re´git l’influence du champ magne´tique sur le champ de vitesse.
L’e´coulement peut eˆtre cre´e´ soit par un forc¸age volumique et il nous faut rajouter la
densite´ volumique de cette force dans l’e´quation, soit par le mouvement des parois solides
et c’est par les conditions aux limites que le champ de vitesse est force´.
L’e´quation de conservation de la matie`re s’e´crit
∂ρ
∂t
+∇ · (ρ~v) = 0 . (1.12)
Les e´coulements sont ge´ne´ralement conside´re´s comme incompressibles car les vitesses du
fluide sont faibles devant la vitesse des ondes sonores. Avec cette hypothe`se, l’e´quation
pre´ce´dente prend la forme
∇ · ~v = 0 . (1.13)
Nous introduisons le nombre sans dimension qui compare le terme advectif ~v.∇~v au terme
diffusif ν∇2~v de l’e´quation 1.11. Il s’agit du nombre de Reynolds cine´tique Re
Re =
V L
ν
, (1.14)
ou` V et L sont la vitesse et la taille caracte´ristique de l’e´coulement. A bas Re, le champ
de vitesse est laminaire. Si nous augmentons sa valeur, des instabilite´s peuvent apparaˆıtre
et, a` haut Re, l’e´coulement est turbulent [11]. Nous introduirons au paragraphe 1.4 un
nombre e´quivalent pour l’e´quation d’induction.
Etudier un proble`me de dynamo fluide consiste a` re´soudre le syste`me des quatre
e´quations 1.4, 1.10, 1.11 et 1.13. Ce sont des e´quations diffe´rentielles non line´aires couple´es
dont les inconnues sont des champs vectoriels.
Une fac¸on de s’y attaquer consiste a` les re´soudre nume´riquement. Le temps diffusif
caracte´ristique du champ de vitesse est τv = L
2/ν tandis que celui du champ magne´tique
est τB = L
2/η, ou` L est la taille caracte´ristique sur laquelle a lieu la diffusion. Le rapport
de ces deux temps s’e´crit τB
τv
= ν
η
= Pm ou` par de´finition le Prandtl magne´tique Pm est le
rapport des deux viscosite´s. Dans le cas de la dynamo terrestre, les ge´ophysiciens estiment
que Pm ' 10−6. Les deux champs e´voluent sur des temps caracte´ristiques extreˆmement
diffe´rents, ce qui ne´cessite des dure´es de calculs nume´riques immenses. En outre, pour
ces valeurs de Pm, nous verrons que le nombre de Reynolds Re est tre`s grand. Dans
cette limite, la re´solution de l’e´quation de Navier-Stokes ne´cessite de re´soudre des e´chelles
spatiales tre`s petites ce qui est aussi extreˆmement couˆteux en me´moire de calcul. Il est
donc pour l’instant vain d’espe´rer re´soudre par simulation nume´rique directe le proble`me
pour des valeurs re´alistes des parame`tres.
Il a donc fallu de´velopper d’autres me´thodes d’e´tude. Une premie`re consiste a` sup-
poser que le champ de vitesse est fixe´ et a` e´tudier l’e´volution du champ magne´tique. Il
s’agit donc de ne re´soudre que les deux e´quations (1.4 et 1.10) re´gissant l’e´volution du
1.3. THE´ORE`MES ANTI-DYNAMO 19
champ magne´tique. C’est ce qui est appele´ le proble`me de la “dynamo cine´matique”. Le
proble`me est alors line´aire en champ magne´tique. Il permet donc d’e´tudier certains as-
pects, notamment ceux lie´s a` sa formation qui requie`rent l’e´tude de la stabilite´ line´aire
du proble`me dynamo. Ne´anmoins, il ne permet pas l’e´tude des effets non line´aires comme
ceux lie´s a` la saturation et a` la dynamique du champ qui ne´cessitent en outre la re´solution
des e´quations du champ de vitesse. C’est ce qui est appele´ proble`me de la “dynamo dy-
namique”.
C’est dans le cadre de la dynamo cine´matique que les premiers travaux ont e´te´ mene´s.
Dans le prochain paragraphe, nous allons revenir sur certains re´sultats nomme´s the´ore`mes
anti-dynamo parce qu’ils prouvent que certains e´coulements ne peuvent jamais cre´er du
champ magne´tique par effet dynamo. Nous verrons ensuite que dans la limite de viscosite´
magne´tique faible, le champ magne´tique a des proprie´te´s simples qui permettent de com-
prendre les me´canismes e´le´mentaires d’une instabilite´ dynamo. Base´s sur ces me´canismes,
des e´coulements ont e´te´ propose´s qui, the´oriquement, sont ge´ne´rateurs d’effet dynamo.
Pour certains de ces e´coulements, cela a e´te´ ve´rifie´ expe´rimentalement.
1.3 The´ore`mes anti-dynamo
Avant de mettre en e´vidence certains e´coulements cre´ant du champ magne´tique par
effet dynamo, plusieurs e´tudes ont re´ussi a` montrer que dans certaines conditions cet
effet ne peut se produire. Ce sont les the´ore`mes anti-dynamo. Nous ne donnons pas
ici leurs de´monstrations et des re´fe´rences peuvent eˆtre trouve´es dans diverses revues
[12, 17]. Nous classons ces the´ore`mes en trois cate´gories. Les the´ore`mes que nous nom-
mons “d’e´coulements” et qui affirment que certains types d’e´coulements ne peuvent jamais
cre´er de champ magne´tique. Les the´ore`mes “de champs magne´tiques” qui montrent que
certains types de champs ne peuvent pas eˆtre cre´e´s par effet dynamo. Les the´ore`mes “mix-
tes” qui prohibent la ge´ne´ration de champs magne´tiques ayant une certaine structure si
l’e´coulement a lui-meˆme une certaine forme. Nous allons e´nume´rer quelques the´ore`mes
sans pre´tendre eˆtre exhaustifs.
Commenc¸ons par les the´ore`mes d’e´coulements.
Le the´ore`me de Zeldovich ou the´ore`me des e´coulements plans prohibe la ge´ne´ration
de champ magne´tique par des e´coulements incompressibles et plans, c’est-a`-dire dont la
vitesse ~v exprime´e dans un repe`re carte´sien (~ux,~uy,~uz) ve´rifie ~v.~uz = 0.
Deux autres the´ore`mes concernent les e´coulements dans des sphe`res et sont donc d’un
grand inte´reˆt pour les ge´ophysiciens et les astrophysiciens.
Le the´ore`me de la vitesse “purement radiale” concerne les champs de vitesse qui
s’e´crivent ~v = v(r,t) ~ur ou` ~ur est le vecteur unitaire radial en coordonne´es sphe´riques.
Le the´ore`me de la vitesse “nullement radiale” s’applique au champ ve´rifiant ~v.~ur = 0.
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Dans ces deux cas, l’instabilite´ dynamo ne peut pas apparaˆıtre.
Comme nous le de´taillerons dans le comple´ment 2.B, l’e´quation d’induction est inva-
riante par tout changement de re´fe´rentiel en rotation et translation a` vitesse constante.
Nous pouvons e´noncer un re´sultat ge´ne´ral sur les transforme´es des champs de vi-
tesse. Si τ est une transformation qui laisse invariante l’e´quation d’induction, et si ~v est
un champ de vitesse qui ne cre´e pas de champ magne´tique alors le champ de vitesse τ(~v)
n’en cre´e pas non plus.
Les the´ore`mes des champs magne´tiques sont relatifs a` la structure des champs qui
peuvent croˆıtre par effet dynamo.
Le the´ore`me du “champ axisyme´trique” ou the´ore`me de Cowling, concerne les
champs magne´tiques invariants par rotation autour d’un axe.
Le the´ore`me du “champ bidimensionnel” s’applique aux champs qui, dans un jeu
de coordonne´es spatiales, sont inde´pendants d’une des coordonne´es. Dans les deux cas,
ces champs ne peuvent eˆtre engendre´s par effet dynamo et ce, quel que soit l’e´coulement.
Les the´ore`mes mixtes sont des re´sultats qui de´pendent a` la fois de la structure du
champ magne´tique et de celle de l’e´coulement. Un the´ore`me de´rive´ du the´ore`me des
champs axisyme´triques indique que la partie axisyme´trique d’un champ magne´tique ne
peut eˆtre entretenue par un champ de vitesse axisyme´trique.
Notons qu’il est difficile de prouver ces the´ore`mes dans un cadre tre`s ge´ne´ral. En effet,
les conditions aux limites que doit ve´rifier le champ de´pendent de la nature du milieu
exte´rieur et sont tre`s varie´es. Elles sont donc omises dans un certain nombre de preuves
ou alors c’est la structure des champs magne´tiques e´tudie´s qui est contrainte.
Ces the´ore`mes sont tre`s utiles pour rechercher des e´coulements qui soient suscep-
tibles d’engendrer l’instabilite´ dynamo. Nous voyons que le champ de vitesse et le champ
magne´tique doivent avoir un niveau minimum de complexite´ spatiale et, dans les cas
que nous e´tudierons, verrons comment ces the´ore`mes s’appliquent. Sachant de´sormais
dans quels cas l’instabilite´ ne peut pas exister, il est important de voir quels me´canismes
entrent en jeu pour qu’elle se de´veloppe et, pour bien les comprendre, nous commenc¸ons
par e´tudier certaines proprie´te´s de l’e´quation d’induction.
1.4 Analogies et limites de l’e´quation d’induction
L’e´quation d’induction 1.10 est analogue a` d’autres e´quations largement e´tudie´es en
hydrodynamique. Un exemple est l’analogie avec l’e´quation qui re´git le champ de vorticite´
dans un fluide incompressible ou plus ge´ne´ralement barotrope, c’est-a`-dire dont l’e´quation
d’e´tat s’e´crit comme une loi P (ρ) reliant la pression P a` la densite´ ρ. A partir de l’e´quation
de Navier-Stokes 1.11, dans la limite ou` l’effet du champ magne´tique est ne´gligeable, il
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est facile de montrer que l’e´quation d’e´volution de la vorticite´ ~Ω = ∇× ~v est
∂~Ω
∂t
= ∇× (~v × ~Ω) + ν∇2~Ω . (1.15)
C’est la meˆme que l’e´quation d’induction dans laquelle la viscosite´ cine´matique ν a rem-
place´ la viscosite´ magne´tique η. Si cette analogie a permis d’e´tendre au champ magne´tique
quelques re´sultats concernant la vorticite´, elle est aussi trompeuse. Mis a` part l’e´cart si-
gnificatif entre les valeurs des viscosite´s, deux diffe´rences tre`s importantes existent. D’une
part la vorticite´ est, par de´finition, une fonction du champ de vitesse et l’e´quation 1.15
est non line´aire en ~Ω; d’autre part les conditions aux limites ne sont pas les meˆmes. Cette
dernie`re proprie´te´ rend caduques des raisonnements simplistes qui viseraient a` e´tendre a`
l’instabilite´ dynamo des me´canismes d’instabilite´s engendrant de la vorticite´.
Citons aussi l’analogie avec l’e´quation re´gissant l’e´volution d’un champ scalaire quel-
conque S(~r,t) diffuse´ et advecte´ par l’e´coulement
∂S
∂t
+ ~v.∇S = κ∇2S , (1.16)
ou` κ est la constante de diffusivite´ du champ S. L’e´quation ressemble a` celle du champ
magne´tique mais il manque l’e´quivalent du terme ~B.∇~v du de´veloppement ∇× (~v× ~B) =
~B.∇~v−~v.∇ ~B, valable pour des champs incompressibles. Or, nous allons voir que ce terme
est la source du processus de ge´ne´ration de champ magne´tique par induction.
E´tudions maintenant certaines limites de l’e´quation d’induction. Quand le fluide conduc-
teur est au repos, elle devient une simple e´quation de diffusion
∂ ~B
∂t
= η∇2 ~B . (1.17)
Il est facile de montrer que s’il n’y a pas de champ impose´ aux parois, la solution de cette
e´quation tend vers ze´ro aux temps longs. Le temps caracte´ristique de de´croissance d’un
champ initial B0 occupant un volume de taille caracte´ristique L se calcule par analyse
dimensionnelle et vaut τB = L
2/η. Dans le cas de la terre, prenons η ' 2m2.s−1 et
L ' 1000 km. Nous trouvons τB ' 15000 ans. Ce temps est tre`s bref devant la dure´e depuis
laquelle le champ magne´tique existe sur Terre qui est estime´e a` 3.5 milliards d’anne´es.
Cet argument prohibe l’hypothe`se simple que le champ terrestre est un champ fossile,
c’est-a`-dire qu’il ait e´te´ forme´ il y a longtemps par un processus quelconque et qu’il
soit actuellement dans la phase de de´croissance a` ze´ro. Il est donc bien ne´cessaire pour
expliquer la pre´sence du champ terrestre de faire appel aux phe´nome`nes d’induction.
Nous venons d’e´tudier la limite de vitesse nulle; prenons maintenant la limite contraire
ou` le terme d’induction est tre`s supe´rieur au terme de diffusion. En de´veloppant le terme
∇× (~v × ~B), il apparaˆıt que le champ magne´tique ve´rifie l’e´quation
D ~B
D t
=
∂ ~B
∂ t
+ ~v.∇ ~B = ~B.∇~v , (1.18)
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ou` par de´finition D
~B
D t
est la de´rive´e particulaire de ~B.
Dans cette limite le the´ore`me dit “d’Alfve`n” permet de de´crire de fac¸on simple l’e´volution
du champ magne´tique. Pour le de´montrer, calculons l’e´quation d’e´volution d’un vecteur
infinite´simal δ~r reliant deux particules fluides situe´es en ~r et ~r + δ~r. Nous avons
Dδ~r
Dt
=
D(~r + δ~r)
Dt
− D~r
Dt
= ~v(~r + δ~r,t)− ~v(~r,t) = δ~r.∇~v . (1.19)
C’est la meˆme e´quation diffe´rentielle que pour le champ magne´tique. Ainsi, si nous choi-
sissons a` l’instant initial une distance entre deux particules fluides δ~r proportionnelle au
champ magne´tique ~B, les e´volutions des deux champs sont identiques. Cela signifie que
le champ magne´tique est gele´ dans le fluide (“frozen field”): quelle que soit l’e´volution
(rotation, translation, e´tirement) que le champ de vitesse fait subir a` δ~r, il fait subir
la meˆme transformation au champ ~B. C’est l’un des premiers re´sultats the´oriques de
magne´to-hydrodynamique. Ses applications sont nombreuses, notamment car il permet
de se faire facilement une ide´e de l’e´volution d’un champ local uniquement en connaissant
les trajectoires des particules fluides. Ce re´sultat est l’analogue du the´ore`me de Kelvin
[10] pour la vorticite´ dans un fluide parfait et c’est un cas ou` l’analogie entre l’e´quation
d’induction et l’e´quation de la vorticite´ est utile. Notons que dans le cas ou` le fluide est
compressible, le re´sultat s’applique au champ
~B
ρ
.
Nous venons d’e´tudier deux limites: celle de vitesse nulle ou` le champ magne´tique
diffuse et tend vers ze´ro et celle de viscosite´ magne´tique ne´gligeable ou` les phe´nome`nes
d’induction sont pre´sents et ou` l’effet dynamo existe peut-eˆtre. Pour se situer par rapport
a` ces deux limites, il est naturel d’introduire le rapport sans dimension entre l’induction
et la diffusion dans l’e´quation d’induction. Nous de´finissons ainsi le nombre de Reynolds
magne´tique
Rm ' ∇× (~v ×
~B)
η∇2 ~B , soit Rm =
V L
η
, (1.20)
ou` V et L sont la vitesse et la taille caracte´ristiques de l’e´coulement. Ce nombre est, pour
l’e´quation d’induction, ce que le nombre de Reynolds cine´tique Re est pour l’e´quation de
Navier-Stokes. Notons que leur rapport vaut le Prandtl magne´tique Pm = Rm/Re.
Dans la limite de petit Rm, nous nous attendons a` retrouver des comportements dif-
fusifs du champ magne´tique tandis que la limite ou` s’applique le the´ore`me d’Alfve`n cor-
respond a` Rm infini. Nous verrons plus tard que pour certains e´coulements, il existe une
valeur du Rm, nomme´e nombre de Reynolds magne´tique critique Rmc, au dessus de la-
quelle la solution nulle de l’e´quation d’induction devient instable et du champ magne´tique
est alors engendre´. Pour comprendre comment cela se produit, il faut de´tailler les diffe´rents
me´canismes qui entrent en jeu dans cette instabilite´. Pour cela, la limite de tre`s haut Rm
dans laquelle l’e´volution du champ est simple permet d’appre´hender ces me´canismes “avec
les mains”.
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1.5 Me´canismes e´le´mentaires d’instabilite´
L’ide´e de ces raisonnements est de comprendre comment une petite perturbation lo-
cale de champ magne´tique peut croˆıtre. Nous cherchons comment un champ ~b0 dans une
direction peut eˆtre amplifie´ en un champ ~b1 = c1~b0 dans une autre direction puis re´ite´rons
le processus jusqu’a` obtenir un champ ~bn = cn.cn−1...c1~b0 qui soit de meˆme direction que
le champ initial ~b0. Le seuil est alors obtenu formellement par la condition cn.cn−1...c1 = 1.
Ce raisonnement n’est exact que si nous conside´rons pour ~b0 une composante du mode
instable du champ. Toutefois, en e´tudiant l’e´volution d’une perturbation localise´e nous
espe´rons comprendre qualitativement les me´canismes de l’instabilite´.
Avant de de´crire les divers effets, nous allons introduire une de´composition du champ
qui est tre`s largement utilise´e en magne´to-hydrodynamique. Il est facile de montrer [17]
que tout champ magne´tique peut s’e´crire sous la forme
~B = ~Bp + ~Bt ou` ~Bp = ∇× (∇× (P ~r)) = −∇× (~r ×∇P ) ,
~Bt = ∇× (T ~r) = −~r ×∇T . (1.21)
Le champ est ainsi se´pare´ en deux champs vectoriels nomme´s respectivement champ
polo¨ıdal et champ toro¨ıdal. Ces deux composantes s’expriment simplement en fonction
de deux champs scalaires P et T . Cette de´composition est utile notamment pour prouver
certains the´ore`mes anti-dynamo, mais aussi pour traduire nume´riquement les conditions
aux limites du champ magne´tique. Dans la limite ou` le champ est axisyme´trique, la
de´composition est encore plus simple. En utilisant les coordonne´es cylindriques, la com-
posante toro¨ıdale est porte´e par le vecteur ~uθ et correspond a` la composante azimutale ou
orthoradiale. La composante polo¨ıdale est porte´e par le plan me´ridien de´fini par les deux
vecteurs ~ur et ~uz. Dans de nombreux travaux, la description des me´canismes d’instabilite´
consiste a` e´tudier comment un champ magne´tique polo¨ıdal va eˆtre transforme´ en champ
magne´tique toro¨ıdal et re´ciproquement. Enfin, notons qu’il est parfois utile d’appliquer
cette de´composition au champ de vitesse pour un e´coulement incompressible.
L’effet le plus simple est nomme´ effet ome´ga. Si nous e´crivons l’e´quation d’induction
sous la forme
D ~B
D t
=
∂ ~B
∂ t
+ ~v.∇ ~B = ~B.∇~v + η∇2 ~B , (1.22)
le premier terme du second membre est un terme source pour l’e´quation. E´tudions le cas
ou` ~B a une composante B0 le long d’une direction ~u0 suivant laquelle le champ de vitesse
pre´sente du cisaillement. Nous supposons que le champ de vitesse s’e´crit ~v = v⊥(x0)~u⊥ ou`
~u⊥ est orthogonal a` ~u0. Le terme ~B.∇~v a une composante suivant ~u⊥ qui s’e´crit B0 ∂v⊥∂ x0 ,
c’est un terme source pour le champ perpendiculaire au champ conside´re´ initialement et
qui traduit le couplage entre ces deux composantes. Traditionnellement ce me´canisme est
e´tudie´ dans le cas de ge´ome´tries axisyme´triques ou` le cisaillement est cre´e´ par la rotation
diffe´rentielle. Le nom d’effet ome´ga vient de ce que le terme source fait alors intervenir le
vecteur vitesse de rotation souvent note´ ~Ω. Dans ce cas, il traduit la conversion d’un champ
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polo¨ıdal en un champ toro¨ıdal et, dans la limite de Rm infini, il est aise´ de comprendre
comment la rotation diffe´rentielle permet cette conversion (voir figure 1.5).
rotation solide rotation différentielle
Fig. 1.5 – Principe de l’effet ome´ga. Les lignes du champ de vitesse sont les portions
de cercle en traits pleins. Le champ magne´tique est en traits gras. La rotation solide
ne fait que de´placer le champ magne´tique. La rotation diffe´rentielle e´tire le champ
magne´tique et cre´e une composante orthoradiale paralle`le au cisaillement. Le champ
non e´tire´ et la composante cre´e´e sont dessine´s en traits gras pointille´s.
Une ligne reliant deux particules fluides initialement orthogonale au cisaillement est
e´tire´e par l’e´coulement dans la direction paralle`le au cisaillement. D’apre`s le the´ore`me
d’Alfve`n, il en va de meˆme pour le champ magne´tique et nous comprenons comment un
champ magne´tique polo¨ıdal, donc orthogonal au cisaillement, est e´tire´ et cre´e un champ
paralle`le au cisaillement donc toro¨ıdal.
Un autre effet est nomme´ effet alpha. Il est relie´ a` la nature he´licitaire de l’e´coulement,
c’est-a`-dire a` la pre´sence d’un champ de vitesse dont les trajectoires sont localement des
he´lices. En figure 1.6, nous sche´matisons le me´canisme. Le champ magne´tique initial ~B0
est de´forme´ par l’e´coulement jusqu’a` de´crire un lacet dont la boucle n’est pas dans le
plan du dessin (e´tapes 1 et 2). La suite du processus consiste a` prendre en compte l’effet
de la diffusion et il est couramment admis que le lacet se referme et forme une spire
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étape 2
vitesse
Bo
conditions initiales étape 1
j
état final
Fig. 1.6 – Principe de l’effet alpha. Le champ de vitesse est en pointille´. Il de´forme
le champ magne´tique (traits continus) et cre´e une spire dont le courant associe´ j a
une composante paralle`le au champ applique´ B0.
(e´tape finale). A cette spire est associe´ un courant j qui n’est pas orthogonal au champ
initial B0. Meˆme si cette description est tre`s phe´nome´nologique, le principe de l’effet
alpha apparaˆıt clairement: il s’agit d’induire un courant ayant une composante paralle`le
au champ applique´.
Il existe plusieurs fac¸ons de comprendre cet effet dans l’e´quation d’induction. Sans
pre´ciser de quelle moyenne il s’agit, notons 〈f〉 la moyenne de f et de´composons toute
grandeur f entre sa partie moyenne et sa partie fluctuante f ′ = f − 〈f〉. La moyenne du
terme d’induction s’e´crit 〈
~v × ~B
〉
= 〈v〉 ×
〈
~B
〉
+
〈
~v′ × ~B′
〉
. (1.23)
Le premier terme du second membre est l’induction lie´e aux deux champs moyens. Le
second terme est lie´ aux fluctuations des champs de vitesse et magne´tique. Dans certains
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cas il peut eˆtre relie´ au champ moyen par une loi line´aire〈
~v′ × ~B′
〉
= α
〈
~B
〉
. (1.24)
Le terme α de´termine l’importance de cet effet. Son nom vient simplement de sa place
dans l’alphabet grec, et n’a a` notre connaissance pas de lien avec le me´canisme physique.
En ge´ne´ral, α est un tenseur. Dans certains cas, il est proportionnel a` l’identite´ et apparaˆıt
dans l’e´quation 1.24 comme un pseudo-scalaire, c’est-a`-dire un nombre qui est change´ en
son oppose´ par toute syme´trie transformant un trie`dre direct en un trie`dre indirect. Son
amplitude peut parfois eˆtre calcule´e dans la limite de faible Rm. A l’aide de la loi d’Ohm
1.5, nous interpre´tons le terme
〈
~v′ × ~B′
〉
comme un courant moyen proportionnel au
champ magne´tique, ce qui est le me´canisme de´crit qualitativement en figure 1.6.
Pour des e´coulement laminaires, le mode`le le plus simple est celui de G.O. Roberts [13]
que nous de´taillerons au paragraphe suivant car c’est un exemple d’e´coulement engendrant
la dynamo. Il s’agit d’un ensemble pe´riodique d’e´coulements he´lico¨ıdaux dont les he´licite´s
sont identiques alors que les champs de vitesses sont oppose´s. La moyenne est dans ce cas
une moyenne spatiale sur une pe´riode de l’e´coulement.
Ce mode`le a e´te´ e´tendu au cas d’e´coulements turbulents de fac¸on inde´pendante par
Krause, Ra¨dler et Moffatt [16, 17]. L’existence dans les e´coulements turbulents de tour-
billons permet de traiter leurs effets de fac¸on similaire au traitement de Roberts. La
moyenne est alors une moyenne temporelle et spatiale sur des intervalles e´tendus par rap-
port a` ceux ou` ont lieu les e´ve´nements turbulents mais de petites tailles par rapport a` ceux
ou` ont lieu les variations du champ magne´tique moyen. L’e´quation qui re´git l’e´volution des
fluctuations du champ magne´tique ~B′ s’obtient en retranchant sa moyenne a` l’e´quation
d’induction, il vient
∂ ~B′
∂t
−∇× (〈~v〉 × ~B′)−∇×
(
~v × ~B′ −
〈
~v × ~B′
〉)
− η∇2 ~B′ = ∇×
(
~v′ ×
〈
~B
〉)
.
(1.25)
Nous en de´duisons alors que ~B′ est un fonction line´aire de
〈
~B
〉
. Sans pousser ce calcul,
nous pouvons de´velopper
〈
~v′ × ~B′
〉
en une fonction faisant intervenir 〈B〉 et ses de´rive´es.
Les premiers termes de ce de´veloppement s’e´crivent
〈
~v′ × ~B′
〉
i
= αi j
〈
~B
〉
j
+ βi j k
∂
〈
~B
〉
j
∂xk
... (1.26)
Suivant le mode`le utilise´ pour de´crire l’e´coulement, il est possible de relier les coefficients
aux proprie´te´s statistiques du champ de vitesse. C’est l’effet alpha turbulent que nous
de´taillerons en comple´ment du chapitre I.3. Remarquons que le second terme correspond
a` un autre effet dit effet be´ta. Dans le cas d’un e´coulement isotrope sa contribution au
courant moyen s’e´crit
〈
~v′ × ~B′
〉
= −β∇×
〈
~B
〉
ou` β est un scalaire. Il donne donc une
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contribution supple´mentaire a` la viscosite´ magne´tique dans l’e´quation d’induction pour le
champ moyen et il faut y remplacer η par η+β. Notons que certains e´coulements mode`les
peuvent eˆtre instables dans le cas ou` la viscosite´ totale est ne´gative [18].
D’autres e´coulements pre´sentant un effet alpha sont les e´coulements presque axi-
syme´triques pour lesquels Braginsky a montre´ qu’il e´tait possible de construire un terme
~v′ × ~B′ de moyenne azimutale non nulle [19].
Nous venons de citer plusieurs exemples qui entrent dans notre de´finition ge´ne´rale
de l’effet alpha: la ge´ne´ration d’un courant ayant une composante paralle`le au champ
applique´. Certains sont lie´s aux proprie´te´s turbulentes et d’autres a` la structure spatiale
d’un e´coulement laminaire. Notons que dans le cas d’e´coulements ayant des syme´tries
particulie`res, Krause et Ra¨dler ont de´veloppe´ le terme moyen de l’e´quation 1.26 aux
ordres supe´rieurs faisant apparaˆıtre d’autres effets [16].
Nous avons vu comment certains me´canismes simples permettent le couplage des
diffe´rentes composantes du champ magne´tique; ils sont essentiels au de´veloppement de
l’instabilite´. Dans le paragraphe suivant, nous allons pre´senter des e´coulements mode`les
qui engendrent du champ magne´tique par effet dynamo et nous verrons comment les
me´canismes pre´ce´dents entrent en jeu.
1.6 E´coulements mode`les ge´ne´rateurs d’effet dynamo
La justification the´orique et la ve´rification expe´rimentale du fonctionnement des dy-
namos solides sont anciennes. Au contraire, il a fallu attendre plusieurs dizaines d’anne´es
entre l’hypothe`se de Larmor et la de´couverte, au moins the´orique, de la ge´ne´ration du
champ magne´tique par effet dynamo fluide. Entre temps, les nombreux the´ore`mes anti-
dynamo avaient permis d’exclure certaines classes d’e´coulements. Afin de pouvoir re´soudre
plus facilement les e´quations d’induction, les premiers mode`les ont concerne´ des champs
de vitesse de type rotation et translation solide. Pour commencer, citons la dynamo de
Lowes et Wilkinson [20, 21]. L’e´coulement est une rotation solide qui a lieu dans deux
cylindres disjoints dont les axes ne sont pas paralle`les et dont le plan des axes ne contient
pas la droite reliant les centres des deux cylindres. Un sche´ma de principe de cette dynamo
est pre´sente´ en figure 1.7. Ces deux cylindres sont place´s dans un me´tal conducteur au
repos.
Ce mode`le est similaire au mode`le de Hertzenberg [4] ou` les cylindres sont remplace´s
par des sphe`res. Les me´canismes sont identiques et peuvent eˆtre de´crits assez simplement.
La partie toro¨ıdale du champ cre´e´ par le cylindre 1 apparaˆıt pour le cylindre 2 comme
ayant une composante qui lui est polo¨ıdale. Compte-tenu du cisaillement existant a` la
frontie`re du cylindre 2, celui-ci cre´e par effet ome´ga du champ toro¨ıdal a` partir du champ
du cylindre 1. A son tour, le champ toro¨ıdal cre´e´ par le cylindre 2 a, pour le cylindre 1, une
composante polo¨ıdale. Celle-ci est comme pre´ce´demment transforme´e par le cylindre 1 en
un champ qui lui est toro¨ıdal. Nous voyons que le couplage entre les deux champs est re´alise´
par deux effets ome´ga qui donnent a` cette dynamo le nom de dynamo ome´ga-ome´ga. Une
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Cylindre 1
Cylindre 2
effet oméga
effet oméga
Fig. 1.7 – Sche´ma de principe de la dynamo de Lowes et Wilkinson. Le champ
toro¨ıdal du cylindre 2 (traits pointille´s) est un champ polo¨ıdal pour le cylindre 1 et
celui-ci le transforme par effet ome´ga en un champ qui est, pour lui, toro¨ıdal (traits
pleins).
re´alisation expe´rimentale en a e´te´ faite par Lowes et Wilkinson en utilisant des cylindres
me´talliques solides. Si nous remplac¸ons ces cylindres par une coquille cylindrique remplie
d’un me´tal liquide, le mouvement de l’ensemble reste une rotation solide, tout au moins
avant le seuil d’instabilite´. Celui-ci est donc atteint pour la meˆme vitesse de rotation que
dans le cas ou` le cylindre est solide de meˆme resistivite´ et meˆme perme´abilite´ magne´tique.
C’est un exemple de dynamo fluide. Meˆme si l’e´coulement n’est pas localise´ dans un
volume connexe et ne peut que difficilement mode´liser une situation astrophysique ou
ge´ophysique, il reste inte´ressant du point de vue du me´canisme d’instabilite´. Ajoutons
que lors des expe´riences ont e´te´ mis en e´vidence des comportements instationnaires du
champ avec notamment des inversions correspondant au passage d’un e´tat du champ a` son
oppose´ [22]. Cependant le phe´nome`ne physique responsable de ces inversions est peut-eˆtre
lie´ aux non-line´arite´s des cylindres ferromagne´tiques utilise´s.
Un autre exemple est la dynamo de Ponomarenko [23]. Il s’agit d’un e´coulement de
rotation solide et translation situe´ dans un cylindre infini. Nous de´velopperons plus lon-
guement l’e´tude de cette instabilite´ et pre´sentons un dessin de l’e´coulement en figure 1.1
page 38. Compte-tenu de la structure du mode instable, la nature de l’instabilite´ n’est pas
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triviale mais nous l’interpre´tons comme un dynamo alpha-ome´ga car ces deux me´canismes
interviennent. La premie`re mise en e´vidence expe´rimentale de l’instabilite´ dynamo fluide
a e´te´ re´alise´e avec un e´coulement inspire´ de celui de Ponomarenko [52]. Un croquis de
l’expe´rience est pre´sente´ en figure 1.8.
Fig. 1.8 – Sche´ma de l’expe´rience de Riga [52]. L’e´coulement he´lico¨ıdal a lieu dans
le tube central de diame`tre D1. Dans la coquille cylindrique de diame`tre exte´rieur D2
a lieu l’e´coulement de retour tandis que la coquille externe de diame`tre D3 contient
un couche de sodium au repos.
Enfin, toute une classe d’e´coulements a e´te´ introduite par G.O. Roberts [13]. Il s’agit
d’un ensemble pe´riodique de cellules ou` la vitesse est he´lico¨ıdale et l’he´licite´ est non
nulle. Un exemple de champ de vitesse est en coordonne´es carte´siennes ~v = (cos y −
cos z, sin z, sin y) dont nous trac¸ons l’allure en figure 1.9 page 32.
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C’est en e´tudiant ce type d’e´coulements qu’ont e´te´ calcule´s les premiers mode`les
d’effet alpha. La nature he´licitaire de l’e´coulement dans chaque cellule est a` la source
du me´canisme d’instabilite´ et les dynamos sont de type alpha-alpha. L’autre groupe
expe´rimental ayant observe´ l’instabilite´ dynamo a utilise´ un e´coulement inspire´ de ce
mode`le [51]. Il est localise´ dans un re´seau de tubes agence´s de manie`re a` imiter l’e´coulement
de Roberts et nous donnons un sche´ma de l’expe´rience en figure 1.10.
Ces trois exemples sont parmi les premiers mode`les ge´ne´rateurs d’effet dynamo et
ont inspire´ des re´alisations expe´rimentales. Il en existe d’autres comme la dynamo a` deux
anneaux de Gailitis, qui est de´taille´e dans [17], ainsi que de nombreuses e´tudes nume´riques,
comme celle de Dudley et James qui e´tudie divers e´coulements localise´s dans une sphe`re
[24]. Nous avons choisi de pre´senter les trois exemples qui sont a` la fois les plus simples en
ce qui concerne leur mode´lisation analytique et les plus proches des expe´riences actuelles.
1.7 Quelques proble`mes inte´ressants
L’e´tude de l’effet dynamo est un proble`me ancien et nous avons de´ja` parle´ de l’ar-
ticle fondateur de Larmor qui date de 1919. De nombreuses communaute´s scientifiques
s’y inte´ressent. Les ge´ophysiciens ont e´te´ parmi les premiers car le champ magne´tique est
une des rares sources d’information sur la structure interne de la terre. Les astrophysi-
ciens l’e´tudient pour des raisons similaires et aussi car certains aspects dynamiques de
l’e´volution des astres sont suppose´s eˆtre relie´s a` la pre´sence de champ magne´tique.
Les hydrodynamiciens, et plus particulie`rement la communaute´ de la turbulence, s’y
inte´ressent, par exemple pour la ge´ne´ration et la saturation d’un champ magne´tique par
la turbulence ou pour l’effet du couplage entre le spectre de vitesse et le spectre de champ
magne´tique. Enfin, pour la communaute´ du non-line´aire, l’instabilite´ dynamo est un tre`s
bel exemple de bifurcation d’un champ vectoriel (le champ magne´tique) force´ par un autre
champ vectoriel (le champ de vitesse). La dynamique chaotique pre´sente´e par le champ
terrestre montre la pertinence d’une approche du proble`me par des techniques de physique
non-line´aire.
Un proble`me similaire concerne la convection thermique. Il s’agit de la bifurcation
d’un champ vectoriel (la vitesse) force´ par un champ scalaire (la tempe´rature). Les com-
portements et les variations possibles des champs sont extre´mements varie´s [25]. Citons
aussi le proble`me de la formation de dunes granulaires au fond d’un e´coulement fluide.
Cela peut eˆtre vu comme la bifurcation d’un champ vectoriel (la vitesse dans le milieu
granulaire) force´ par un autre champ vectoriel (la vitesse dans le fluide). Dans ce cas,
le couplage est limite´ a` l’interface grains-liquide. L’instabilite´ dynamo est au moins du
meˆme degre´ de complexite´ et les parame`tres de controˆle peuvent eˆtre tre`s nombreux si
nous prenons en compte les effets existant dans les objets stellaires comme la pre´cession,
la convection thermique, la convection chimique....
Par ailleurs, la re´alisation re´cente d’expe´riences de magne´to-hydrodynamique et la
mise en e´vidence de l’effet dynamo ont accru l’inte´reˆt de ce proble`me car elles permettent
de confronter les mesures expe´rimentales aux tre`s nombreuses pre´dictions the´oriques.
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Dans les chapitres a` venir, nous allons aborder certains proble`mes qui nous ont paru
inte´ressants. Ils concernent d’une part la ge´ne´ration de champ magne´tique et d’autre
part la dynamique du champ cre´e´. Nous avons tente´ de meˆler au maximum les re´sultats
expe´rimentaux et les re´sultats the´oriques qui mode´lisent les expe´riences ou qui aident a`
la conception d’expe´riences.
Pour de´velopper une expe´rience visant a` mettre en e´vidence l’effet dynamo, il est tre`s
important d’avoir un e´coulement qui engendre du champ magne´tique pour le plus petit
nombre de Reynolds magne´tique possible. Avec cet objectif, nous nous sommes demande´s
quel est l’effet sur le seuil de la mise en mouvement d’une couche conductrice situe´e a`
l’exte´rieur de l’e´coulement. Pour cela nous avons e´tudie´ analytiquement et nume´riquement
comment le seuil d’un e´coulement de Ponomarenko est change´ lorsqu’une paroi externe
est mise en mouvement. Par ailleurs, le roˆle de la turbulence dans l’instabilite´ dynamo est
encore peu compris. Certains mode`les sont entie`rement base´s sur des me´canismes turbu-
lents, mais les expe´riences ayant vu l’effet semblent avoir un seuil d’instabilite´ qui n’est
pas sensible a` la nature turbulente de l’e´coulement. Afin de comprendre cette proprie´te´
nous avons e´tudie´ l’effet d’un composante ale´atoire du champ de vitesse sur le seuil de
l’instabilite´.
Une fois le seuil franchi, le me´canisme de saturation du champ magne´tique et l’am-
plitude a` laquelle il va saturer est un proble`me tre`s important. En effet, cela permet
de comprendre quels sont les e´le´ments pertinents pour de´crire la dynamique des champs
astrophysiques et des champs engendre´s dans les expe´riences. Nous avons e´tudie´ dans
le cas d’e´coulements mode`les comment le champ magne´tique sature pre`s du seuil d’in-
stabilite´ puis, par analyse dimensionnelle, nous avons ge´ne´ralise´ les re´sultats a` d’autres
e´coulements.
Enfin, dans la mise en place d’une expe´rience de magne´to-hydrodynamique, il est
important de tester la re´ponse de l’e´coulement a` diverses excitations, entre autre pour
comprendre les me´canismes d’induction dans l’expe´rience. Pour cela nous avons me-
sure´ expe´rimentalement la re´ponse a` un champ exte´rieur applique´ pour l’e´coulement de
von Ka´rma´n en sodium. Nous avons de´veloppe´ une e´tude du phe´nome`ne qui permet
de comprendre les mesures expe´rimentales et les avons compare´es aux re´sultats obtenus
the´oriquement pour d’autres e´coulements mode`les. Nous avons ainsi pu isoler les diffe´rents
me´canismes qui entrent en jeu dans l’instabilite´.
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Fig. 1.9 – Partie plane du champ de vitesse propose´ par Roberts [14]. Le sens de
la composante verticale de l’e´coulement est repre´sente´ par + et −.
Fig. 1.10 – Sche´ma de principe de l’expe´rience de Karlsruhe [51]. Dans deux tubes
voisins, les vitesses axiales sont oppose´es mais les he´licite´s sont de meˆme signe. Les
dimensions sont a = 0.21m, d = 0.703m et r0 = 0.85m.
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Premie`re partie
Seuil d’instabilite´ dynamo
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Dans cette partie nous nous inte´ressons au seuil de l’instabilite´ dynamo. Nous traitons
donc le proble`me cine´matique pour lequel le champ de vitesse est fixe´, inde´pendamment
de l’e´ventuelle pre´sence de champ magne´tique.
Un exemple simple de dynamo est celle dite de Ponomarenko. Dans le premier cha-
pitre, nous de´taillons l’analyse line´aire faite par Ponomarenko puis nous introduisons un
formalisme en terme d’ope´rateurs qui permet de retrouver les re´sultats connus et qui est
utile pour tous les calculs perturbatifs re´alise´s ensuite. En comple´ment de ce chapitre nous
e´tudions un cas limite de cette dynamo pour lequel la rotation est beaucoup plus rapide
que la translation. Dans cette limite nous avons montre´ que l’expression du mode instable
est simplifie´e et nous avons mis en e´vidence les diffe´rents me´canismes entrant en jeu dans
cette instabilite´.
Le second chapitre e´tudie l’effet du mouvement d’une couche externe sur le seuil de
l’instabilite´. Nous modifions la dynamo de Ponomarenko en permettant a` une couche
conductrice d’eˆtre mise en mouvement. L’objectif est, pour une expe´rience, d’utiliser le
ne´cessaire e´coulement de retour pour abaisser le seuil de l’effet dynamo. Nous calculons
nume´riquement cet effet et comparons les re´sultats a` une e´tude perturbative que nous
de´taillons en comple´ment. Celle-ci diffe`re des de´veloppements perturbatifs classiques car
le proble`me de base n’est pas auto-adjoint. Le seuil est effectivement modifie´ et peut
eˆtre abaisse´. L’e´coulement minimisant la valeur du seuil de´pend de la nature du milieu
exte´rieur.
Enfin, le troisie`me chapitre concerne l’e´tude de l’effet de la turbulence sur le seuil
d’instabilite´. C’est un proble`me qui a gagne´ en inte´reˆt avec la re´cente mise en e´vidence
expe´rimentale de l’effet dynamo dans des e´coulements contraints. Dans ce cas, les fluc-
tuations du champ de vitesse ne sont pas de grande amplitude par rapport a` l’e´coulement
moyen et les mesures montrent qu’elles affectent peu le seuil d’instabilite´. La turbulence
agit comme un bruit multiplicatif dans l’e´quation d’induction dont le seuil d’instabilite´
en l’absence de bruit est de´termine´ par l’e´coulement moyen. A l’aide d’un de´veloppement
perturbatif en l’amplitude du bruit, nous de´terminons l’effet des fluctuations sur le seuil
d’instabilite´. En introduisant une condition de solvabilite´ adapte´e aux syste`mes bruite´s,
nous montrons de fac¸on ge´ne´rale que le terme d’ordre un en l’amplitude du bruit est nul.
Dans un cas particulier, il est possible de calculer le terme suivant du de´veloppement. Il
s’agit de l’e´coulement de G.O. Roberts dans la limite de se´paration d’e´chelle. C’est un
exemple simple ou` le me´canisme de l’effet alpha est mis en e´vidence. Une ge´ne´ralisation
de ce mode`le a` un e´coulement turbulent permet d’introduire l’effet alpha dit turbu-
lent. Ces deux exemples connus d’e´coulements pre´sentant un effet alpha sont de´taille´s
en comple´ment de ce chapitre. Dans le cas de la dynamo de G.O. Roberts nous avons
montre´ que l’effet de la turbulence sur le seuil est du second ordre en l’amplitude des
fluctuations turbulentes et est relie´ a` l’he´licite´ des fluctuations. Si celle-ci est de meˆme
signe que celle de l’e´coulement moyen, le seuil est abaisse´; il est augmente´ dans le cas
contraire.
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Chapitre 1
Proble`me cine´matique pour la
dynamo de Ponomarenko
1.1 Description
Un champ de vitesse e´tant donne´, il s’agit de trouver quel champ magne´tique peut
croˆıtre. Mathe´matiquement, il faut trouver les solutions de l’e´quation d’induction
∂ ~B
∂t
= ∇× (~v × ~B) + η∇2 ~B , (1.1)
ou` ~v est la vitesse du fluide et ~B un champ magne´tique qui ve´rifie donc
∇ · ~B = 0 . (1.2)
La viscosite´ magne´tique du fluide est η = (µ0σ)
−1, σ est sa conductivite´ e´lectrique et µ0
est la perme´abilite´ magne´tique du vide. Nous parlerons d’effet dynamo quand la solution
triviale ~B = ~0 est instable.
La recherche de ces solutions constitue le proble`me cine´matique. Re´soudre un proble`me
cine´matique revient a` se donner un champ de vitesse pour l’e´coulement puis a` chercher
s’il y aura effet dynamo et pour quelle amplitude du champ de vitesse.
Tre`s peu d’e´coulements permettent une re´solution analytique de ce proble`me. C’est le
grand inte´reˆt de la dynamo de Ponomarenko [23],[26]. Il s’agit d’un conducteur cylindrique
solide en contact avec le milieu exte´rieur constitue´ d’un me´tal au repos. Le cylindre
me´tallique est en rotation solide a` la vitesse angulaire ω et en translation paralle`lement a`
son axe a` la vitesse V . Il est en contact e´lectrique avec un solide conducteur au repos (voir
figure 1.1). Par soucis de simplicite´, la re´sistivite´ et la perme´abilite´ du milieu exte´rieur
sont choisies e´gales a` celles du liquide en mouvement.
Ce champ de vitesse n’est pas continu a` la paroi du cylindre en r = R. Des calculs
ont e´te´ faits en introduisant une de´pendance de la vitesse en fonction du rayon comme
cela serait le cas si l’inte´rieur du cylindre e´tait constitue´ d’un me´tal liquide en e´coulement
tourbillonnaire [29]. Il a e´te´ montre´ que la discontinuite´ du champ n’induit pas de change-
ment qualitatif pour le proble`me cine´matique, sauf dans la limite de conductivite´ infinie
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ou` le taux de croissance du mode instable tend vers ze´ro si le champ est continu (dy-
namo dite lente) tandis qu’il reste fini si le champ est discontinu (dynamo dite rapide)
[30]. Nous avons donc choisi d’e´tudier un e´coulement en rotation solide et translation afin
que le proble`me cine´matique soit le plus simple possible mais pour conserver l’inte´reˆt du
proble`me dynamique nous supposons que le cylindre est constitue´ de me´tal liquide et non
de me´tal solide comme l’avait propose´ Ponomarenko. Concre`tement, il faut imaginer que
le cylindre interne est creux et rempli de me´tal liquide. En dessous du seuil celui-ci est en
rotation solide et translation tandis qu’au dessus du seuil, la force de Laplace va modifier
le champ de vitesse ~v.
Fig. 1.1 – Ecoulement de la dynamo de Ponomarenko
Les e´quations sont adimensionne´es en utilisant R comme unite´ de longueur, µoσR
2
comme unite´ de temps et (µoσR)
−1 comme unite´ de vitesse. L’e´quation d’induction (1.1)
prend la forme
∂ ~B
∂t
= ∇× (~v × ~B) +∇2 ~B . (1.3)
Nous avons conserve´ les meˆmes notations pour les variables et les champs sans di-
mension qui seuls interviennent dans ce qui suit. Suivant le calcul de Ponomarenko, nous
de´composons le champ magne´tique en modes de Fourier suivant θ et z, et nous cherchons
une de´pendance temporelle exponentielle. C’est-a`-dire ~B(~r,t) tel que
~B(~r,t) = ~b(r) exp (pt+ i(mθ + kz)) . (1.4)
L’analyse de Ponomarenko (voir annexe 1.A) consiste a` e´crire les e´quations diffe´ren-
tielles ve´rifie´es par chacune des composantes de ~b. La composante sur z est de´couple´e des
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deux autres et il suffit alors de re´soudre le proble`me pour les composantes sur r et θ.
Le champ complet e´tant ensuite obtenu en utilisant (1.2). Dans ce cas, sur chacun des
intervalles (inte´rieur du cylindre et exte´rieur du cylindre) les e´quations sont de´couple´es
pour br±ibθ. Les solutions sont des fonctions de Bessel modifie´es, solutions d’une e´quation
de diffusion comme de´fini par Arfken [32]. Elles de´pendent des parame`tres et notamment
de p. Ce sont les conditions de raccord a` la paroi du cylindre qui fixent les valeurs possibles
de p. Le proble`me cine´matique revient alors a` calculer pour quelles valeurs des parame`tres
la partie re´elle de p s’annule, ce qui correspond a` l’existence d’un mode neutre.
Dans le cas de la dynamo de Ponomarenko, les parame`tres sont le nombre de Rossby
Rb = V
Rω
qui compare la vitesse de translation et la vitesse de rotation (c’est-a` dire
le champ de vitesse polo¨ıdal et toro¨ıdal); le nombre de Reynolds magne´tique Rm =
R
√
(Rω)2+V 2
η
qui caracte´rise l’importance de l’advection du champ magne´tique par rapport
a` la diffusion; m et k qui de´crivent la structure spatiale du mode neutre et ω0 = Im(p)
qui est sa pulsation au seuil si l’instabilite´ s’ave`re eˆtre une bifurcation de Hopf.
Si tous les parame`tres sont libres, le plus petit Rm pour lequel a lieu l’instabilite´ vaut
Rmc = 17.72 pour Rb = 1.314, k = −0.38, m = 1, ω0 = 0.410. Le taux de croissance en
fonction de l’e´cart au seuil vaut quant a` lui α = (0.0268 + i 0.00174)(Rm − Rmc). Nous
appellerons optimum ces valeurs des parame`tres puisqu’elles correspondent au plus petit
Rmc possible.
Dans ces conditions a donc lieu une bifurcation de Hopf qui engendre une onde se
propageant suivant l’axe z dans la meˆme direction que le fluide. La de´pendance angulaire
correspond au premier mode non axisyme´trique (m = 1) ce qui est un compromis entre
e´viter que les the´ore`mes anti-dynamo ne s’appliquent (cas m = 0 ou` les champs de vitesse
et magne´tique ont un meˆme axe de syme´trie [17]) et limiter les variations spatiales pour
limiter la dissipation par effet Joule. La pe´riode suivant l’axe correspond environ a` deux
pas de l’he´lice que de´crit l’e´coulement. Le champ n’a donc dans ce cas pas tendance a`
croˆıtre sur une taille tre`s grande par rapport a` celle de l’e´coulement.
Sur chacun des intervalles, les solutions sont des combinaisons line´aires de fonctions
de Bessel du second type. A l’optimum nous avons trace´ les composantes du champ en
figure 1.2.
1.2 Formulation en terme d’ope´rateur
Nous allons introduire une expression en terme d’ope´rateur pour chercher les solutions
instables. Notons que le formalisme de ce chapitre et du suivant est adapte´ a` toutes les
valeurs des parame`tres, que ce soit a` l’optimum ou, comme en annexe, dans la limite de
forte rotation (petit Rb).
Nous partons de l’e´quation d’induction (1.3), que nous pouvons e´crire a` l’aide d’un
ope´rateur L dont nous cherchons le noyau
L ~B = ∂
~B
∂t
−∇× (~v × ~B)−∇2 ~B = 0 . (1.5)
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Fig. 1.2 – Mode instable de la dynamo de Ponomarenko. Valeur absolue des com-
posantes du champ en fonction de r.
Compte-tenu de la nature de l’e´coulement, il faut traduire soigneusement la disconti-
nuite´ de vitesse en R. Il apparaˆıt ainsi des termes delta de Dirac qui ne sont autres que
les conditions de raccord du champ a` la frontie`re du cylindre. Pour un mode neutre du
champ magne´tique qui a une de´pendance du type
~bp(r) exp i(ω0t +mθ + kz) , (1.6)
l’expression de L peut eˆtre simplifie´e. Plus pre´cise´ment la de´pendance radiale du champ
magne´tique ve´rifie
Lr~bp = i(ω0 + µΓ(1− r))~bp −∆~bp + Cl ~bp = 0 , (1.7)
ou` µ = mω + kV est relie´ a` la vitesse de l’e´coulement. µ est sans dimension tout comme
V et ω a` ce stade du calcul. Son expression en fonction des vitesses dimensionne´es du
cylindre Vd et ωd est µ = (µ0 σ R
2)(mωd + kVd). Γ(s) est la fonction “marche d’escalier”
qui est nulle si s est ne´gatif et vaut un si s est positif. Notons que Lr est la restriction de
L pour des champs magne´tiques ayant la de´pendance (1.6). Comme nous ne conside´rons
que de tels champs, nous confondrons les deux notations, notamment lors du calcul de
l’ope´rateur adjoint.
L’ope´rateur ∆ vient du terme de dissipation dans l’e´quation d’induction et vaut
∆ =

 l.− 1r2 −2imr2 02im
r2
l.− 1
r2
0
0 0 l.

 , (1.8)
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ou` l est un ope´rateur de´fini par
l.f =
1
r
d
dr
(
r
df
dr
)
−
(
m2
r2
+ k2
)
f . (1.9)
Les termes non diagonaux de l’ope´rateur sont la source du couplage entre les champs ra-
diaux et azimutaux: c’est l’effet alpha qui n’existe dans ce cas que si la viscosite´ magne´tique
est non nulle donc si la dissipation Joule est non nulle .
Quant a` Cl, il traduit les conditions aux limites et s’e´crit
Cl =

 0 0 0rωδ(r − 1) 0 0
V δ(r − 1) 0 0

 . (1.10)
Son expression est inte´ressante car elle traduit clairement que les conditions aux limites
couplent les champs suivant θ et z au champ suivant r. La discontinuite´ des de´rive´es
radiales du champ magne´tique suivant θ et z apparaˆıt ainsi comme un terme proportionnel
a` Br et cre´e´ a` la frontie`re du cylindre, ou` est localise´e la rotation diffe´rentielle: c’est l’effet
ome´ga.
Nous avons donc une description de l’instabilite´ en terme d’un ope´rateur dont le noyau
est le mode instable. Bien e´videmment, cette description est tout-a`-fait cohe´rente avec
l’analyse line´aire de Ponomarenko et, en inte´grant l’e´quation (1.7) sur une largeur infi-
nite´simale centre´e en R, nous retrouvons les conditions de raccord du champ a` la paroi
dont se de´duit le crite`re d’instabilite´ de Ponomarenko (voir le prochain comple´ment).
1.3 Proble`me adjoint
Pour introduire l’ope´rateur adjoint il faut en premier lieu de´finir un produit scalaire
sur l’espace des champs vectoriels. A priori n’importe quel produit scalaire peut eˆtre choisi
mais le plus naturel est de choisir l’inte´grale du produit scalaire local (a` une constante
multiplicative pre`s qui de´pend du nombre de pe´riodes sur z et t sur lesquelles a lieu
l’inte´gration).
Pour des champs ~Ba et ~Bb ayant la de´pendance spatio-temporelle de (1.6), nous
de´finissons
〈Ba|Bb〉 =
∫ ∞
0
~b∗a(r) ·~bb(r) rdr . (1.11)
Il ne reste alors qu’a` calculer l’adjoint de L de´fini par
〈Ba|LBb〉 =
〈L†Ba|Bb〉 . (1.12)
Apre`s de simples inte´grations par parties, il vient
L† ~C = −i(ω0 + µΓ(1− r)) ~C −∆ ~C + C†l ~C (1.13)
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ou`
C†l =

 0 rωδ(r − 1) V δ(r − 1)0 0 0
0 0 0

 . (1.14)
L’ope´rateur traduisant les conditions aux limites du proble`me adjoint n’est autre que le
transpose´ de celui du proble`me initial. Mis a` part ce dernier terme, l’adjoint peut eˆtre
obtenu en faisant les changements µ → −µ et ω0 → −ω0, c’est-a`-dire en changeant le
signe du temps. Mais il faut tenir compte des conditions aux limites et celles-ci changent
comple`tement entre le proble`me direct et l’adjoint. En effet, la composante du champ
suivant z n’est plus couple´e aux deux autres composantes et elle obe´it a` une e´quation de
Bessel de type diffusif sans terme source, avec conditions aux limites de nullite´ en l’infini
et borne´e en ze´ro. Elle est donc strictement nulle. Le noyau du proble`me adjoint n’a
donc pas de composante suivant z, il n’est meˆme pas a` divergence nulle. C’est-a`-dire qu’il
ne repre´sente pas un champ magne´tique! Nous sommes donc en pre´sence d’un cas assez
original ou` le proble`me adjoint est d’une nature totalement diffe´rente du proble`me direct,
comme l’avait suppose´ Roberts [33]. Il serait inte´ressant de regarder si cette proprie´te´
persiste pour des e´coulements plus re´guliers afin de voir si cet effet est lie´ a` la discontinuite´
de vitesse a` la paroi ou s’il est re´miniscent du proble`me dynamo.
Quoiqu’il en soit, pour notre e´coulement, nous pouvons maintenant calculer pre´cise´-
ment le noyau du proble`me adjoint. Dans le cas de l’optimum nous l’avons trace´ en figure
(1.3).
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Fig. 1.3 – Noyau du proble`me adjoint a` l’optimum. Valeur absolue des composantes
suivant r et θ, la composante suivant z est nulle.
1.A. L’ANALYSE DE PONOMARENKO 43
Comple´ments
1.A L’analyse de Ponomarenko
L’analyse line´aire de Ponomarenko consiste a` chercher les champs de la forme (1.4)
ve´rifiant l’e´quation d’induction (1.3) sur chacun des sous-espaces (a` l’inte´rieur et a` l’exte´-
rieur du cylindre). Ce sont les conditions de raccord a` la paroi qui donnent le lien entre
le taux de croissance p et les divers parame`tres m, k, Rb, Rm.
Comme ~B est a` divergence nulle, nous avons
1
r
d(rbr)
dr
+
im
r
bθ + ikbz = 0 . (1.15)
Il suffit donc de calculer br et bθ pour obtenir l’inte´gralite´ du champ. En outre, sur chacun
des sous espaces les e´quations sont de´couple´es pour b± = br ± ibθ qui ve´rifient
1
r
d
dr
(
r
db±
dr
)
−
(
(m± 1)2
r2
+ (k2 + p+ iµΓ(1− r))
)
b± = 0. (1.16)
Nous reconnaissons les e´quations de Bessel de type diffusif dont les solutions sont I(n,x)
et K(n,x) (comme de´fini par Arfken [32]). Plus pre´cise´ment pour
r ≤ 1 b± = A± I(m± 1,qr)
I(m± 1,q) avec q
2 = p + k2 + iµ , (1.17)
r ≥ 1 b± = B±K(m± 1,sr)
K(m± 1,s) avec s
2 = p+ k2 . (1.18)
Le choix de la solution I (resp. K) pour r ≤ 1 (resp. r ≥ 1) vient de ce que les champs
ne doivent pas diverger en ze´ro (resp. a` l’infini).
A ce stade nous avons quatre inconnues A± et B±. En e´crivant quatre relations de
continuite´ a` la paroi, nous obtenons quatre e´quations line´aires qui ne peuvent avoir de
solutions non trivialement nulles que si le de´terminant du syste`me est nul. Nous appelons
“crite`re de Ponomarenko” cette dernie`re condition qui donne le lien entre p et les autres
parame`tres.
Les e´quations de Maxwell imposent a` ~B d’eˆtre continu. En effet, le champ est a` di-
vergence nulle donc la composante normale a` la paroi (br) est continue. Par ailleurs, la
perme´abilite´ est constante donc les composantes tangentielles de ~B (ici bθ et bz) sont
continues tout comme celles de ~H. Nous en de´duisons que b± est continu donc A± = B±.
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Comme ~B est continu, il vient de (1.15) que dbr
dr
est continu. Enfin, la continuite´ de la
composante tangentielle du champ e´lectrique nous permet de trouver une nouvelle relation
qui est la continuite´ de dbθ
dr
+ vθbr.
L’existence de solutions en A± non nulles a` ces deux dernie`res e´quations requiert la
nullite´ du “crite`re de Ponomarenko”
R+R− =
iω
2
(R+ − R−) , (1.19)
ou` R± = q I
′(m±1,q)
I(m±1,q) − sK
′(m±1,s)
K(m±1,s) .
La re´solution nume´rique de cette e´quation permet de trouver le seuil d’instabilite´.
La racine du crite`re de Ponomarenko comme fonction de p donne une e´quation reliant p
aux diffe´rents parame`tres p = Φ(Rm,Rb,k,m). Au seuil la condition Re(p) = 0 donne le
nombre de Reynolds magne´tique critique Rmc = Ψ(Rb,k,m). En faisant varier les trois
parame`tres nous pouvons trouver le minimum de cette fonction. C’est ce que nous ap-
pelons optimum, puisqu’il correspond au plus petit Rmc possible. Dans le paragraphe
suivant, nous envisageons un e´coulement pour lequel Rb est fixe´; les valeurs des diffe´rents
parame`tres au seuil sont alors des fonctions de Rb.
Certains re´sultats semblent eˆtre ge´ne´raux. Le mode instable a toujours une de´pendance
angulaire m = 1, ce qui est un compromis entre e´viter que les the´ore`mes anti-dynamo
ne s’appliquent (m = 0) et minimiser la dissipation Joule qui augmente quand les va-
riations spatiales augmentent. La de´pendance en k correspond a` des longueurs d’onde
suivant z de l’ordre du pas de l’e´coulement, le champ n’a pas tendance a` croˆıtre sur
une e´chelle supe´rieure a` celle de l’e´coulement. La bifurcation est une bifurcation de Hopf
car la pulsation du mode neutre n’est pas nulle. Le champ cre´e´ a donc une de´pendance
temporelle oscillatoire. Cela est lie´ a` la nature du mode instable qui a une de´pendance
spatiale pe´riodique paralle`lement a` l’axe z du cylindre. Comme le champ de vitesse brise
la syme´trie entre les deux directions z ≤ 0 et z ≥ 0, il est naturel que le mode instable
ait tendance a` se de´placer paralle`lement a` l’axe.
1.B Limite de petit nombre de Rossby
Le calcul de Ponomarenko permet d’obtenir les valeurs des parame`tres qui donnent le
plus petitRmc. Mais nous pouvons imaginer une re´alisation expe´rimentale d’un e´coulement
proche de celui de Ponomarenko dans lequel les vitesses de rotation et de translation sont
fixe´es inde´pendamment.
Le nombre de Rossby Rb = V
Rω
est alors fixe´ a` une valeur ne correspondant pas
force´ment a` celle de l’optimum. Bien e´videmment le seuil d’instabilite´ est plus e´leve´.
Lorsque la rotation est bien plus rapide que la translation c’est-a`-dire dans la limite des
petits nombres de Rossby, le proble`me est simplifie´.
Nous avons utilise´ l’analyse line´aire de Ponomarenko en de´veloppant les fonctions de
Bessel lorsque leur argument est grand. Pour Rb  1 nous avons obtenus les comporte-
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ments asymptotiques suivants:
Rmc = 4
√
2Rb−3 (1.20)
ωo =
√
3Rb−2 (1.21)
kc = −Rb−1 (1.22)
µ  ωo (1.23)
En diminuant Rb, le vecteur d’onde du mode instable croˆıt et a` l’e´chelle du champ
magne´tique le champ de vitesse continue a` paraˆıtre tridimensionnel. Ainsi la pe´riode
spatiale sur l’axe reste comparable au pas de l’he´lice de´crit par l’e´coulement et, la` en-
core, le champ magne´tique n’a pas tendance a` croˆıtre sur une taille grande devant celle
du champ de vitesse. Enfin, le seuil diverge quand Rb est e´gal a` 0, puisque l’e´coulement
devient plan et que le the´ore`me des e´coulements plans (Zeldovich) [17] interdit alors la
ge´ne´ration de champ magne´tique.
Afin de controˆler la validite´ de notre de´veloppement, nous avons trace´ simultane´ment
les re´sultats obtenus par re´solution nume´rique des e´quations de Ponomarenko et ceux
donne´s par ce de´veloppement asymptotique (voir figure 1.4). L’accord entre la re´solution
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Fig. 1.4 – Nombre de Reynolds magne´tique critique et pulsation au seuil en fonction
du nombre de Rossby. En trait continu: de´veloppement asymptotique; en croix noires:
re´solution nume´rique. Les e´chelles sont logarithmiques.
nume´rique et le de´veloppement asymptotique est tre`s bon meˆme pour des valeurs de Rb
proches de l’unite´.
Les expressions des champs elles-meˆmes sont simplifie´es. En posant q =
√
2eipi/6Rb−1,
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nous avons a` l’inte´rieur du cylindre
r ≤ 1
br =
1
2
(
I(2,qr)
I(2,q)
− I(0,qr)
I(0,q)
)
− 1
q2
I(0,qr)
I(0,q)
,
bθ =
1
2i
(
I(2,qr)
I(2,q)
+
I(0,qr)
I(0,q)
)
+
1
iq2
I(0,qr)
I(0,q)
, (1.24)
et a` l’exte´rieur du cylindre
r ≥ 1
br =
1
2
(
K(2,qr)
K(2,q)
− K(0,qr)
K(0,q)
)
− 1
q2
K(0,qr)
K(0,q)
,
bθ =
1
2i
(
K(2,qr)
K(2,q)
+
K(0,qr)
K(0,q)
)
+
1
iq2
K(0,qr)
K(0,q)
, (1.25)
Connaissant ces champs, le calcul de bz est effectue´ a` partir de ∇ · ~B = 0. En figure 1.5,
nous avons trace´ l’allure des composantes du champ magne´tique pour diffe´rents Rb.
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Fig. 1.5 – Valeurs absolues des composantes du champ en fonction de r pour
diffe´rents Rb.
Il apparaˆıt que le champ se localise au niveau de la paroi, les composantes suivant r
(resp. z) y sont proportionnelles a` Rb2 (resp. Rb), tandis que le champ suivant θ y est
inde´pendant de Rb. Les amplitudes relatives des diffe´rentes composantes peuvent eˆtre
de´duites des diffe´rents me´canismes de ge´ne´ration du champ magne´tique (voir figure 1.6).
L’effet ome´ga est lie´ a` la rotation diffe´rentielle qui existe a` la paroi. Ainsi la conversion du
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champ magne´tique radial en champ magne´tique azimutal (resp. axial) est proportionnelle
a` la vitesse azimutale (resp. axiale). Il y a donc un facteurRb−1 entre ces deux composantes
du champ. Dans la limite de petit Rb, il y a cre´ation de champ radial a` partir du champ
azimutal et proportionnellement a` Rb2 comme le montrent les e´quations (1.7, 1.8).
Fig. 1.6 – Me´canismes de couplage et amplitudes relatives des diffe´rentes compo-
santes du mode instable dans la limite de forte rotation.
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Chapitre 2
Effet de la mise en mouvement
d’une couche externe sur le seuil
de la dynamo de Ponomarenko
Pour un e´coulement engendrant du champ magne´tique par effet dynamo, la compre´-
hension de la de´pendance de la valeur du seuil en fonction des parame`tres du proble`me est
tre`s importante. D’un point de vue the´orique, elle donne des indications sur le me´canisme
de l’instabilite´. D’un point de vue expe´rimental, il est crucial de re´aliser l’e´coulement
ayant le seuil d’effet dynamo le plus bas possible.
Plusieurs aspects ont de´ja` e´te´ e´tudie´s pour la dynamo de Ponomarenko ou des dynamos
base´es sur des e´coulements similaires. Pour de´velopper leur expe´rience, Gailitis et al. ont
ajuste´ la forme des turbines entraˆınant l’e´coulement a` l’aide de mesures en eau et d’un
code nume´rique de dynamo cine´matique. Ils ont pu ainsi choisir les turbines qui produisent
un e´coulement engendrant l’effet dynamo a` des vitesses re´alisables expe´rimentalement.
Dans le contexte de l’e´tude du me´canisme de l’instabilite´ a` tre`s haut nombre de Reynolds
magne´tique, Ruzmaikin et al. [29] ont e´tudie´ comment varie asymptotiquement le taux
de croissance de l’instabilite´ lorsque la vitesse de l’e´coulement est he´lico¨ıdale et sans
discontinuite´ aux parois. Ils ont montre´ que ce taux de croissance tend vers ze´ro quand
le nombre de Reynolds magne´tique tend vers l’infini. Kaiser et Tilgner [64] ont, pour la
dynamo de Ponomarenko, e´tudie´ l’effet sur le seuil de la pre´sence d’une couche de liquide
conducteur au repos entourant la zone ou` a lieu l’e´coulement. La valeur du seuil en fonction
du rayon de la couche externe passe par un minimum et croˆıt ensuite. Enfin, dans le meˆme
esprit, Marie´ [50] s’est inte´resse´ a` l’effet sur le seuil de la pre´sence d’une couche exte´rieure
compose´e d’un liquide de conductivite´ e´lectrique variable. Si la conductivite´ de la couche
est augmente´e, le seuil de la dynamo est abaisse´.
Nous nous sommes inte´resse´s a` la pre´sence d’une couche exte´rieure pouvant eˆtre
mise en mouvement, tandis que l’e´coulement central reste celui de Ponomarenko: ro-
tation solide et translation. Expe´rimentalement, la re´alisation d’un e´coulement he´lico¨ıdal
ne´cessite de pre´voir une circulation de retour du fluide et il peut eˆtre inte´ressant d’ajus-
ter ses caracte´ristiques si elles permettent d’abaisser le seuil. Par ailleurs, en localisant
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l’e´coulement en deux zones, nous re´alisons une se´paration d’e´chelle radiale entre celle ou`
a lieu l’e´coulement et celle ou` peut croˆıtre le champ magne´tique, ce qui est dans certains
cas favorable a` l’effet dynamo. De fac¸on similaire nous pouvons nous demander comment
varie le seuil en fonction de l’he´licite´ de l’e´coulement et s’il existe un principe ge´ne´rique
qui permette de minimiser le seuil en jouant sur l’he´licite´.
En figure 2.1, nous sche´matisons l’e´coulement que nous avons e´tudie´. Il est compose´
de trois parties. Le milieu 1, pour r ≤ r1, est en rotation solide et translation. Le milieu
3, pour r ≥ r2, sera au choix un isolant ou un milieu conducteur au repos de meˆme
conductivite´ et meˆme perme´abilite´ que les autres milieux. La seconde couche, r1 ≤ r ≤ r2,
est constitue´e du meˆme me´tal que le milieu 1. Nous avons e´tudie´ d’une part l’effet cre´e´
par la mise en rotation de cette couche. D’autre part nous avons e´tudie´ le cas ou` le fluide
circulant dans le milieu 1 revient dans le milieu 2. La conservation du de´bit relie les deux
vitesses axiales par la loi
v2 = − v1 r
2
1
r22 − r21
. (2.1)
Inde´pendamment de cette contrainte, il est possible de mettre en rotation la seconde
couche. Les e´quations sont adimensionne´es comme pour l’e´quation 1.3 page 38 en utilisant
r1 comme unite´ de longueur, µ0 σ r
2
1 comme unite´ de temps et (µ0 σ r1)
−1 comme unite´ de
vitesse.
2.1 Calcul du seuil
2.1.1 Principe de la re´solution
L’objectif est de trouver quel mode du champ magne´tique est instable et pour quelles
valeurs des parame`tres de´crivant l’e´coulement. La technique employe´e consiste a` re´soudre
analytiquement l’e´quation d’induction en cherchant des modes propres du champ magne´-
tique ve´rifiant
∂ ~B
∂t
= p ~B . (2.2)
Les diverses conditions aux limites fixent p en fonction du nombre de Reynolds magne´tique
et des diffe´rents parame`tres xi qui de´crivent l’e´coulement (rapport entre la vitesse axiale
et la vitesse azimutale, taille de la couche....) et la structure du mode instable (longueur
d’onde, de´pendance azimutale). De fac¸on ge´ne´rale, le champ magne´tique solution des
e´quations existe pour certaines valeurs de p qui ve´rifient une e´quation
F ( p, Rm, xi) = 0 . (2.3)
Il faut alors chercher pour quelle valeur critique du nombre de Reynolds magne´tique Rmc,
un mode devient instable ce qui se traduit par l’annulation de la partie re´elle de p.
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2.1.2 Conditions aux limites entre les diffe´rents milieux
En re´solvant l’e´quation d’induction, nous cherchons des solutions pour le champ ma-
gne´tique qui ne divergent pas en un point de l’espace. En outre, les e´coulements conside´re´s
sont localise´s a` l’inte´rieur de la surface S qui englobe les milieux 1 et 2. L’exte´rieur est alors
un milieu diffe´rent: le vide ou un me´tal au repos. Il est naturel d’imposer la de´croissance
vers ze´ro du champ lorsque nous nous e´loignons a` l’infini a` l’exte´rieur de la surface S.
Il faut donc re´soudre l’e´quation du champ magne´tique a` l’inte´rieur des trois milieux.
Les solutions sont calcule´es a` l’aide de constantes d’inte´gration dont les valeurs sont relie´es
par les conditions de raccord des champs a` la paroi. Celles-ci se de´duisent des e´quations
de Maxwell. De ∇ · ~B = 0, nous de´duisons que la composante de ~B normale a` la paroi
est continue. De l’e´quation de Maxwell-Ampe`re nous de´duisons que les composantes de
~H = ~B/µ tangentes a` la paroi sont continues. Si les deux milieux ont meˆme perme´abilite´
magne´tique, le champ ~B est donc continu. De l’e´quation de Maxwell-Faraday, il vient que
les composantes tangentielles de ~E sont continues. Si les deux milieux sont des conducteurs
de viscosite´ magne´tique η, nous en de´duisons que les composantes tangentielles de η∇×
~B − ~v × ~B sont continues.
Si le milieu 3 est un me´tal de viscosite´ magne´tique η, la recherche de solutions ayant la
de´pendance temporelle de l’e´quation 2.2 consiste a` re´soudre dans chaque milieux η∇2 ~B+
∇ × (~v × ~B) = p ~B. Il s’agit d’un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles line´aires
w1
v1
v2
w2
r2
r1
Milieu 3
Fig. 2.1 – Ecoulement de Ponomarenko avec couche en rotation et translation.
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dont les solutions s’expriment en fonction de p et de constantes d’inte´gration. Dans chaque
milieu, une premie`re relation existe entre ces constantes puisque le champ est a` divergence
nulle. A l’aide des conditions de raccord se de´duisent quatre autres relations au niveau
des parois.
Si le milieu exte´rieur est le vide, ~B y est solution de ∇ × ~B = ~0 et ∇ · ~B = 0. Il
s’agit des meˆmes e´quations que celles du champ e´lectrique dans le vide. Il est possible
d’introduire un potentiel scalaire V tel que ~B = −∇V et V est solution de ∆V = 0. La
valeur de ~B a` l’exte´rieur est de´termine´e par celle du champ scalaire V a` la paroi. Notons
que le temps n’intervient pas dans ces e´quations et qu’il est encore possible de chercher
des solutions en ~B ∝ ep t. Dans le meˆme esprit que pre´ce´demment, de la continuite´ de ~B
se de´duisent des conditions a` la paroi qui prescrivent la valeur de p.
Dans les deux cas, les conditions aux limites se traduisent par un syste`me d’e´quations
dont les inconnues sont les constantes d’inte´gration. L’existence de solutions non nulles a`
ce syste`me requiert la nullite´ du de´terminant du syste`me, ce qui aboutit a` la relation 2.3.
2.1.3 Re´solution
Nous avons donc une relation analytique F (p,Rm,xi) = 0 reliant p aux parame`tres
du proble`me. Cette relation de´finit p comme une fonction implicite des parame`tres p =
g(Rm,xi). En ge´ne´ral cette fonction n’est pas analytique, c’est pourquoi nous allons essayer
de traduire les conditions sur g en des conditions sur F .
Les parame`tres e´tant fixe´s, le seuil est donne´ par la plus petite valeur de Rm telle que
la partie re´elle de p soit nulle. En posant p = i ω0, il s’agit de trouver la pulsation ω0 et
le nombre de Reynolds magne´tique critique Rmc tels que F (i ω0,Rmc,xi) = 0. La partie
re´elle et la partie imaginaire de cette e´galite´ donnent un syste`me de deux e´quations a` deux
inconnues qui peuvent eˆtre re´solues nume´riquement. En variant ensuite les parame`tres xi
nous pouvons de´terminer les variations du seuil Rmc(xi) en fonction de ces parame`tres.
Par ailleurs, nous avons mis au point une technique perturbative qui permet de calculer
la variation de la valeur du seuil Rmc et de la pulsation ω0 lorsqu’est modifie´ le´ge`rement
un parame`tre de l’e´coulement. Sachant re´soudre le proble`me de Ponomarenko dans le cas
ou` l’exte´rieur est constitue´ d’un seul milieu conducteur au repos, nous pouvons traiter la
mise en mouvement de la couche du milieu 2 comme une perturbation. Cela permet de
pre´dire analytiquement la modification du seuil et de comparer aux re´sultats du calcul
nume´rique dans la limite de faible vitesse. Cette technique est pre´sente´e en annexe.
2.2 Re´sultats
2.2.1 Milieu exte´rieur isolant
Dans ce cas nous allons utiliser l’invariance du proble`me par rotation et translation.
Le taux de croissance p est une fonction des parame`tres du proble`me et nous notons
p = fp(v1, ω1, v2, ω2, k,m, r2) , (2.4)
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tel que ~B(r, θ, z, t) = ~b(r) exp [i(mθ + k z) + p t] soit solution de l’e´quation d’induction
(1.1). Le proble`me est invariant par rotation (resp. translation) a` vitesse constante ωr
(resp. vr). Cela signifie qu’en transformant les coordonne´es suivant
(r, θ, z, t) → (r′ = r, θ′ = θ − ωr t, z′ = z − vr t, t′ = t) (2.5)
le champ magne´tique ~B(r′, θ′, z′, t′) = ~b(r′) exp [i(mθ′ + k z′) + (p+ imωr + i k vr) t] est
solution de l’e´quation dans le nouveau re´fe´rentiel. Nous en de´duisons la loi de transfor-
mation du taux de croissance
p′ = p+ imωr + i k vr = fp(v1 − vr, ω1 − ωr, v2 − vr, ω2 − ωr, k,m, r2) . (2.6)
Choisissons ωr = ω2 et vr = v2, c’est-a`-dire plac¸ons nous dans le re´fe´rentiel ou` le milieu 2
est immobile, il vient
p+ imω2 + i k v2 = fp(v1 − v2, ω1 − ω2,0,0,k,m,r2) . (2.7)
Le seuil de l’instabilite´ correspond a` l’annulation de la partie re´elle de p donc de la partie
re´elle de fp(v1− v2,ω1− ω2,0,0,k,m,r2). Si nous connaissons la valeur des vitesses au seuil
lorsque le milieu 2 est au repos et que nous les notons vc pour la vitesse axiale et ωc pour
la vitesse de rotation, nous en de´duisons une contrainte sur la valeur des vitesses au seuil
lorsque le milieu 2 est en mouvement. Nous devons avoir v1 − v2 = vc et ω1 − ω2 = ωc.
Nous avons choisi d’e´tudier l’effet sur le seuil en utilisant une de´finition du nombre
de Reynolds base´e sur l’e´coulement dans le milieu 1 soit Rm =
√
v21+r
2
1 ω
2
1 r1
η
. L’ide´e sous-
jacente est que la mise en mouvement du milieu 2 est faite de fac¸on inde´pendante de celle
du milieu 1 et que c’est dans le milieu 1 que l’obtention de vitesses e´leve´es est difficile.
Cette description est pertinente par exemple quand le milieu 2 est une coquille solide
tandis que le milieu 1 est un liquide et qu’il y a donc une dissipation d’e´nergie en volume
qui limite les vitesses de l’e´coulement. Nous aurions pu envisager de caracte´riser le seuil
en construisant un nombre de Reynolds base´ sur l’e´coulement dans les deux milieux mais
il n’y a pas de de´finition e´vidente et cela nous a paru moins adapte´ aux cas qui nous
inte´ressent.
Couche en rotation
Dans ce cas v2 est nulle et, au seuil, v1 est fixe´e e´gale a` vc. Le minimum de Rmc est donc
obtenu pour ω1 nul, ce qui correspond a` ω2 = −ωc. Il faut donc faire tourner la coquille 2
a` une vitesse telle que, dans le re´fe´rentiel lie´ a` cette coquille, le milieu 1 apparaisse comme
e´tant en rotation a` la vitesse critique ωc.
Couche en rotation et translation
Dans ce cas v2 est non nulle et relie´e a` v1 par l’e´quation 2.1. Au seuil il vient donc
v1 =
r22−1
r22
vc, tandis que les vitesses de rotation ω1 et ω2 qui minimisent Rmc sont les
meˆmes que dans le cas pre´ce´dent. En figure 2.2 nous avons trace´ le nombre de Reynolds
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Fig. 2.2 – Valeur du nombre de Reynolds magne´tique critique Rmc et pulsation ω0
au seuil en fonction de la largeur de la couche r2 suppose´e au repos. Le milieu 3 est
le vide.
critique Rmc et la pulsation au seuil ω0 en fonction de r2. Afin de comparer aux re´sultats
existants, nous avons suppose´ que le vecteur d’onde du mode instable est fixe´ a` k = −1.55.
Cette contrainte est pertinente lorsque la de´pendance axiale du champ magne´tique est,
par exemple, de´termine´e par les conditions aux limites. Par ailleurs le nombre de Rossby
dans le milieu 1 est fixe´ a` Rb = v1
r1 ω1
= 1. La vitesse axiale critique vc et radiale ωc sont
ainsi relie´es de fac¸on triviale a` Rmc par vc = r1 ωc =
η Rmc
r1
√
2
.
Le seuil n’est pas une fonction monotone de r2. Il atteint une valeur minimum pour
r2 ' 1.35. C’est ce que Tilgner [64] appelle une “dynamo aide´e par le vide” en ce sens
qu’augmenter l’e´paisseur du conducteur au repos tend a` faire croˆıtre le seuil. Dans ce cas
l’effet reste faible et l’e´cart relatif entre la valeur minimale et la valeur obtenue pour une
couche infiniment e´paisse est infe´rieur a` cinq pour cent. Quand l’e´paisseur de la couche
tend vers ze´ro, la valeur du seuil diverge. Ceci est responsable de l’instabilite´ nume´rique
de notre calcul qui nous limite a` des valeurs de r2 ≥ 1.05. Cette divergence du seuil est
lie´e a` l’invariance par translation du proble`me. Si la couche 2 est d’e´paisseur nulle, le
proble`me est celui d’une dynamo de Ponomarenko a` deux milieux avec milieu exte´rieur
isolant. Si le milieu 1 est en rotation solide et translation a` la vitesse v1, l’invariance par
translation du proble`me implique que la partie re´elle du taux de croissance est la meˆme
que celle de l’e´coulement vu dans un re´fe´rentiel en translation suivant l’axe a` vitesse v1.
Cet e´coulement est alors un e´coulement plan de rotation solide et par the´ore`me de Cowling
il ne peut pas engendrer de champ magne´tique par effet dynamo. La partie re´elle du taux
de croissance est donc ne´gative ce qui se traduit dans le re´fe´rentiel initial par l’absence
d’effet dynamo.
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2.2.2 Milieu exte´rieur conducteur
Dans ce cas, nous ne pouvons pas conclure en utilisant l’invariance de l’e´quation d’in-
duction par translation et rotation a` vitesse constante. Il n’est donc plus possible de se
ramener au cas ou` le milieu 2 est au repos. Nous supposons donc pour le milieu 1 que le
rapport entre la vitesse axiale et azimutale est fixe´ a` Rb = v1
ω1 r1
= 0.761 et que le vecteur
d’onde du mode instable est k = −0.388. Ces deux valeurs correspondent a` l’optimum de
l’e´coulement de Ponomarenko a` deux milieux. La vitesse dans le milieu 1 est caracte´rise´e
par le nombre de Reynolds magne´tique Rm =
√
v21+r
2
1 ω
2
1 r1
η
.
Couche en rotation
La vitesse axiale dans le milieu 2 est nulle. Nume´riquement, nous nous sommes limite´s
a` une de´pendance azimutale du champ magne´tique m = 1. Pour des faibles vitesses de
rotation de la couche 2, il est naturel que la structure du mode instable soit semblable a`
celle obtenue lorsque cette couche est immobile. Par ailleurs, nous n’avons pas vu de cas
ou` un mode de de´pendance azimutale diffe´rente soit instable pour un nombre de Reynolds
magne´tique infe´rieur a` celui du cas m = 1, mais il est difficile de ve´rifier ce re´sultat de
fac¸on exhaustive. Nous fixons l’e´paisseur de la couche r2 et pour une vitesse de rotation ω2
fixe´e, nous calculons le nombre de Reynolds magne´tique critique. Cela permet de trac¸er
la courbe Rmc en fonction de ω2 ce que nous avons fait en figure 2.3 (resp. 2.4) pour une
valeur de r2 = 1.1 (resp. r2 = 3). Nous trac¸ons aussi la valeur de la pulsation du mode
instable au seuil en fonction de ω2 ainsi que les valeurs pre´dites par le de´veloppement
perturbatif de´crit en annexe.
En faisant croˆıtre ω2 a` partir d’une valeur ne´gative, la valeur du seuil de´croˆıt, passe par
un minimum et croˆıt ensuite. Le calcul nume´rique et le de´veloppement perturbatif sont
en tre`s bon accord pour de basses vitesses de rotation ce qui justifie le de´veloppement et
valide la me´thode nume´rique. La valeur de la vitesse de rotation ω2 donnant le minimum
de Rmc est positive. Ce comportement est tre`s diffe´rent du cas ou` le milieu exte´rieur est
isolant. Dans ce dernier cas le minimum correpond a` ω2 ne´gatif, afin que dans le re´fe´rentiel
lie´ au milieu 2, le milieu 1 apparaisse comme e´tant en rotation a` la vitesse critique. Ici
le me´canisme est plutoˆt une adaptation de la vitesse de rotation pour passer de manie`re
moins discontinue de la vitesse ω1 dans le milieu 1 a` une vitesse nulle dans le milieu 3.
Simultane´ment l’effet omega, qui est localise´ dans cet e´coulement la` ou` les vitesses sont
discontinues, agit ainsi en deux endroits. Nous pouvons ensuite faire varier r2 et nous
de´terminons la valeur minimale de Rmc et la valeur de ω2 qui correspond. En figure 2.5
nous trac¸ons les deux courbes Rmc(r2) et ω2(r2).
Si nous faisons croˆıtre r2, la valeur de Rmc de´croˆıt, passe par un minimum et croˆıt
ensuite. La valeur de ω2 est de´croissante. Il existe donc une certaine e´paisseur de la coquille
2 qui minimise la valeur du nombre de Reynolds magne´tique critique. Compte-tenu de
nos calculs, cette valeur n’est de´termine´e que tre`s grossie`rement autour de r2 = 1.5. La
pulsation du mode instable ω0 est une fonction lentement de´croissante de r2.
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Fig. 2.3 – Nombre de Reynolds
magne´tique critique Rmc et pulsation du
mode instable ω0 en fonction de la vi-
tesse de rotation ω2 pour une couche de
largeur r2 = 1.1. (−) calcul nume´rique,
(−.) calcul perturbatif.
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Fig. 2.4 – Nombre de Reynolds
magne´tique critique Rmc et pulsation du
mode instable ω0 en fonction de la vitesse
de rotation ω2 pour une couche de lar-
geur r2 = 3. (−) calcul nume´rique, (−.)
calcul perturbatif.
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Fig. 2.5 – Valeur minimale de Rmc et vitesse de rotation correspondante ω2 en
fonction de la l’e´paisseur r2 de la couche en rotation.
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mode instable ω0 en fonction de la vi-
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Fig. 2.7 – Nombre de Reynolds
magne´tique critique Rmc et pulsation du
mode instable ω0 en fonction de la vi-
tesse de rotation ω2 pour une couche
d’e´paisseur r2 = 10 en rotation et trans-
lation. (−) calcul nume´rique, (−.) calcul
perturbatif.
Couche en rotation et translation
Nous avons re´alise´ la meˆme e´tude que pre´ce´demment en contraignant la vitesse v2
suivant la relation 2.1. En figure 2.6 (resp. 2.7) nous trac¸ons les valeurs du seuil Rmc et
de la pulsation au seuil ω0 en fonction de ω2 pour r2 = 1.1 (resp. r2 = 10). Les traits
pointille´s correspondent au calcul perturbatif.
Comme nous l’avons de´taille´ en annexe, le calcul perturbatif n’est valide que pour r2
grand, ce que nous ve´rifions sur ces figures. Pour chaque valeur de r2 nous de´terminons
la valeur de ω2 qui minimise Rmc et les trac¸ons en figures 2.8 et 2.9.
Les re´sultats sont nettement diffe´rents du cas ou` la couche 2 est uniquement en ro-
tation. Le seuil croˆıt en fonction de l’e´paisseur de cette couche r2. La valeur de ω2 qui
minimise le seuil est ne´gative et devient tre`s grande si r2 tend vers 1. Dans ce domaine
l’he´licite´ de l’e´coulement dans le milieu 2 est positive comme celle dans le milieu 1. Mais
ce re´sultat n’est pas ge´ne´rique et pour r2 le´ge´rement supe´rieur a` 2.5 (voir figure 2.10), le
minimum de Rmc est obtenu pour ω2 positif tandis que, par construction, v2 est ne´gatif.
Dans ce cas, l’he´licite´ du milieu 2 est ne´gative alors que celle du milieu 1 est positive.
Pour des valeurs de r2 encore plus grande, comme dans le cas r2 = 10 de la figure 2.7, le
minimum du seuil est de nouveau obtenu pour ω2 ne´gatif.
La pulsation du mode instable e´volue peu et reste comprise entre −0.18 et −0.16 pour
r2 compris entre 1.1 et 5.
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2.3 Conclusion
L’effet de la mise en mouvement d’une couche a` l’exte´rieur de la zone ou` est localise´
l’e´coulement est non ne´gligeable. Il est ne´anmoins dur a` quantifier et nous avons choisi
une approche ou` nous nous concentrons sur les grandeurs caracte´ristiques du milieu 1.
Suivant la nature du milieu exte´rieur les re´sultats sont diffe´rents. Si le milieu est isolant,
l’invariance par rotation permet de trouver le minimum du seuil. Il a lieu lorsque nous
faisons tourner la couche 2 a` une vitesse e´gale a` l’oppose´ de la vitesse critique afin que le
milieu 1, immobile dans le re´fe´rentiel du laboratoire, apparaisse en rotation a` la vitesse
critique dans le re´fe´rentiel lie´ a` la couche 2. Si le milieu exte´rieur est conducteur, nous ne
pouvons pas conclure en exploitant l’invariance du proble`me par rotation et translation.
Dans ce cas il est possible de de´terminer la vitesse de rotation de la couche qui minimise le
seuil. Cette vitesse de´pend de l’e´paisseur de la couche de fac¸on non triviale. Si la couche 2
est uniquement en rotation, le seuil est minimum pour une vitesse de rotation ω2 positive
dont la valeur de´croˆıt avec r2. Le me´canisme est alors de faire varier de fac¸on moins
discontinue la vitesse de roation entre celle du milieu 1 (ω1) et celle du milieu exte´rieur
au repos. Si la couche 2 est en rotation et translation, la valeur de ω2 qui minimise le
seuil est ne´gative pour r2 proche de 1 et devient positive pour r2 plus grand. L’he´licite´
du milieu 2 est donc de meˆme signe que celle du milieu 1 pour r2 petit et change de signe
pour r2 ' 2.5. Il n’y a donc pas de lien simple entre l’he´licite´ dans chaque milieu et la
valeur du seuil.
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Comple´ments
2.A Perturbation d’un ope´rateur non auto-adjoint
2.A.1 Principe
Soit L un ope´rateur pouvant eˆtre de´compose´ en L = L0 + L1, ou`  est un petit
parame`tre. L’effet de L1 est donc traite´ comme une perturbation de l’ope´rateur L0.
Supposons que L0 n’est pas auto-adjoint mais que nous connaissons son spectre pi et
ses vecteurs propres ~Bi qui ve´rifient
L0 ~Bi = pi ~Bi . (2.8)
Suivant Roberts [33], de´finissons un produit scalaire et construisons L†0 l’adjoint de L0
qui ve´rifie pour tout ~f et ~g 〈
~f |L0~g
〉
=
〈
L†0 ~f |~g
〉
. (2.9)
L’ensemble des vecteurs propres de L†0 qui ve´rifient
L†0 ~Ci = p†i ~Ci , (2.10)
forme une famille biorthogonale aux ~Bi. La preuve de ce re´sultat permet de comprendre
le sens de la biorthogonalite´. En effet, en e´crivant
pj
〈
~Ci| ~Bj
〉
=
〈
~Ci|pj ~Bj
〉
=
〈
~Ci|L0 ~Bj
〉
=
〈
L†0 ~Ci| ~Bj
〉
= p†i
∗ 〈~Ci| ~Bj〉 , (2.11)
il vient que soit les vecteurs propres sont associe´s a` des valeurs propres conjugue´es, soit
ils sont orthogonaux. C’est ce que nous appelons deux familles biorthogonales.
Nous voulons de´terminer comment une valeur propre p0 de L0 est modifie´e par la
perturbation L1. Dans le cas ou` elle n’est pas de´ge´ne´re´e, il est facile de calculer la
premie`re correction a` la valeur propre.
Nous notons p la nouvelle valeur propre et ~B le nouveau vecteur propre et de´veloppons
~B sur l’ensemble des ~Bi, ce qui revient a` supposer que cette famille forme une base
comple`te. Nous e´crivons
~B = ~B0 + 
∑
i6=0
αi ~Bi ,
p = p0 + p1 , (2.12)
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ou` les αi sont les coefficients de la de´composition de ~B sur les vecteurs ~Bi. En de´veloppant
l’e´quation L ~B = p ~B, il vient a` l’ordre ze´ro en  que ~B0 est vecteur propre de L0 associe´
a` la valeur propre p0, ce que nous avions de´ja` suppose´. A l’ordre suivant, il vient
L1 ~B0 +
∑
i6=0
αiL0 ~Bi =
∑
i6=0
p0 αi ~Bi + p1 ~B0 . (2.13)
Jusqu’a` pre´sent ce de´veloppement est identique au de´veloppement qui est utilise´
lorsque l’ope´rateur L0 est auto-adjoint, ce qui est le cas en me´canique quantique et dans
de nombreux proble`mes de me´canique classique. Dans le cas ou` il n’est pas auto-adjoint,
nous utilisons les proprie´te´s de biorthogonalite´s des ~Ci et ~Bi. En effectuant le produit
scalaire de l’e´quation 2.13 avec ~C0 vecteur propre de L†0 associe´ a` la valeur propre p∗0. Il
vient
p1 =
〈
~C0|L1 ~B0
〉
〈
~C0| ~B0
〉 , (2.14)
la nouvelle valeur propre s’e´crit donc
p = p0 +
〈
~C0|L1 ~B0
〉
〈
~C0| ~B0
〉 . (2.15)
A cet ordre nous avons la meˆme structure que dans le cas auto-adjoint a` ceci pre`s qu’il
faut utiliser le vecteur propre de l’ope´rateur adjoint pour prendre le produit scalaire de
l’e´quation 2.13. Notons que nous avons suppose´ que la famille des ~Bi forme une base
comple`te ce qui, a` priori, n’est pas toujours le cas.
2.A.2 Application
Nous appliquons cette technique au cas ou` les trois milieux sont conducteurs. Nous
allons traiter perturbativement l’effet de la mise en mouvement de la seconde couche.
Lorsque celle-ci est immobile nous retrouvons l’e´coulement de Ponomarenko avec deux
milieux. Comme dans ce calcul nous cherchons des champs magne´tiques de la forme
~B = ~b(r) exp i(ω0t+mθ + kz). La recherche du mode neutre ne´cessite la recherche des
valeurs propres de l’ope´rateur
L = L0 + L1a + L1b , (2.16)
ou` L0 est l’ope´rateur associe´ a` l’e´coulement de Ponomarenko dans deux milieux et pour
des valeurs des parame`tres e´gales a` celles du seuil sans perturbation. Il est similaire a`
celui de´fini en e´quation 1.7 page 40, a` ceci pre`s que n’intervient pas la pulsation du mode
2.A. PERTURBATION D’UN OPE´RATEUR NON AUTO-ADJOINT 63
conside´re´. Dans ce formalisme, celle-ci apparaˆıt comme la partie imaginaire de la valeur
propre que nous cherchons. Nous avons
L0~b = − (i µ1c Γ(r1 − r) − η∆) ~b−

 0 0 0rω1cδ(r − r1) 0 0
V1cδ(r − r1) 0 0

 ~b , (2.17)
ou` µ1c = mω1c+k V1c est relie´ a` l’intensite´ de l’e´coulement dans le milieu 1. ω1c (resp. V1c)
est la vitesse de rotation (resp. vitesse axiale) du milieu 1 lorsque le milieu 2 est immobile;
ce sont donc les valeurs critiques pour l’e´coulement de Ponomarenko a` deux milieux. Γ(r)
est la fonction qui est nulle pour r ne´gatif et vaut un sinon. De plus, l’ope´rateur ∆ vient
du terme de dissipation dans l’e´quation d’induction et a e´te´ de´fini en e´quation 1.8. La
perturbation cre´e´e par la mise en rotation du milieu 2 est la source de
L1b~b = −(i µ2 Γ(r − r1)Γ(r2 − r))~b−

 0 0 0ω2 r (δ(r − r2)− δ(r − r1)) 0 0
V2(δ(r − r1)− δ(r − r2)) 0 0

 ~b
(2.18)
Cet ope´rateur va modifier la valeur propre de L0. Pour de´terminer la nouvelle valeur du
seuil, il faut pouvoir modifier la vitesse avec laquelle est mis en mouvement le milieu 1.
C’est le sens du dernier ope´rateur
L1a~b = −Rm − Rmc
Rmc

i µ1c Γ(r1 − r) +

 0 0 0rω1cδ(r − r1) 0 0
V1cδ(r − r1) 0 0



 ~b . (2.19)
Nous utilisons le meˆme produit scalaire que de´fini en e´quation 1.11. Connaissant l’ex-
pression de ~B0 vecteur propre de l’ope´rateur non perturbe´, c’est-a`-dire mode instable de
l’e´coulement de Ponomarenko a` deux milieux, et connaissant le vecteur propre ~C0 de
l’adjoint, il est facile de calculer la modification de la valeur propre
p = p0 + a
Rm −Rmc
Rmc
+ b ω2 + c v2 . (2.20)
a, b, c sont trois coefficients de´pendant de r2 qui ve´rifient
a
Rm −Rmc
Rmc
=
〈
~C0|L1a ~B0
〉
〈
~C0| ~B0
〉 ,
b
〈
~C0| ~B0
〉
= −im
∫ r2
r1
( ~C∗0 . ~B0) r dr − r22 ~C∗0θ(r2) ~B0r(r2) + r21 ~C∗0θ(r1) ~B0r(r1) ,
c
〈
~C0| ~B0
〉
= −i k
∫ r2
r1
( ~C∗0 . ~B0) r dr .
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Nous de´terminons la nouvelle valeur du seuil en e´crivant qu’elle est caracte´rise´e par
Re(p) = 0. Dans le cas ou` le milieu 2 est en rotation uniquement, il vient
Rm − Rmc = −Rmcω2Re(b)
Re(a)
,
tandis que la pulsation est modifie´e suivant
Im(p) = Im(p0) + ω2
(
Im(b)− Im(a)Re(b)
Re(a)
)
.
Dans le cas ou` la vitesse axiale est non nulle et vaut v2 = − v1r22−1 , le calcul est similaire
mais il faut tenir compte de la de´pendance de v2 en Rm. Nous obtenons
Rm − Rmc =Rmc v1c
r22 − 1
Re(c)
Re(a− Rmc√
1+Rb2(r22−1)
c)
− ω2Rmc Re(b)
Re(a− Rmc√
1+Rb2(r22−1)
c)
,
Im(p) = Im(p0)+
v1c
r22 − 1
(
Re(c)
Re(a− Rmc√
1+Rb2(r22−1)
c)
Im(a− Rmc√
1 +Rb2(r22 − 1)
c)− Im(c)
)
+ ω2
(
Im(b)− Re(c)
Re(a− Rmc√
1+Rb2(r22−1)
c)
Im(a− Rmc√
1 +Rb2(r22 − 1)
c)
)
.
Nous sommes donc capables de calculer comment varient le seuil et la pulsation au seuil en
fonction de la vitesse de rotation et de translation du milieu 2. C’est un calcul perturbatif,
il sera notamment inexact lorsque l’e´paisseur de la seconde couche devient faible. En effet
dans cette limite la vitesse v2 diverge et son effet ne peut plus eˆtre traite´ perturbativement.
2.B Invariance par changement de re´fe´rentiel
Soit un re´fe´rentiel R dans lequel un fluide conducteur de viscosite´ magne´tique η est en
mouvement avec une vitesse ~v. L’e´quation ve´rifie´e par le champ magne´tique est l’e´quation
d’induction
∂ ~B
∂t
= ∇× (~v × ~B) + η∇2 ~B , (2.21)
ou` la de´rive´e temporelle est effectue´e dans le re´fe´rentiel R. Nous allons montrer que cette
e´quation est invariante lorsque nous passons dans un re´fe´rentiel R′ qui, par rapport au
re´fe´rentiel pre´ce´dent, est en translation a` vitesse constante ~vt et en rotation a` vitesse
angulaire constante ~Ωt. Les champs se transforment suivant
~v ′ = ~v − ~vt − ~Ωt × ~r ,
~B′ = ~B . (2.22)
(2.23)
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~v ′ (resp. ~B′) est le champ de vitesse (resp. magne´tique) dans le nouveau re´fe´rentiel. Nous
allons traiter successivement les deux types de mouvement.
2.B.1 Re´fe´rentiel en translation
L’e´quation d’induction peut s’e´crire
∂ ~B′
∂t
+ ~vt.∇ ~B′ = ∇× (~v ′ × ~B′) + η∇2 ~B′ (2.24)
ou` la de´rive´e temporelle est effectue´e dans le premier re´fe´rentiel. Le membre de gauche
est donc la de´rive´e convective du champ magne´tique pour un champ de vitesse uniforme
~vt. Ce terme est invariant par tout changement a` un re´fe´rentiel R0 en translation a` vitesse
uniforme ~v0 a` condition de changer ~vt en ~vt − ~v0. En choisissant ~v0 = ~vt, soit R0 = R′ il
vient
∂ ~B′
∂t
|R + ~vt.∇ ~B′ = ∂
~B′
∂t
|R′ , (2.25)
et nous ve´rifions bien que l’e´quation d’induction est invariante par ce changement de
re´fe´rentiel.
2.B.2 Re´fe´rentiel en rotation
Nous avons
∇× (~v × ~B) = ∇× (~vr × ~B) +∇× (~v ′ × ~B)
= ~B.∇~vr − ~vr.∇ ~B +∇× (~v ′ × ~B) , (2.26)
ou` ~vr = ~Ωt × ~r. En calculant les composantes de chacun des membres, il est facile de
ve´rifier que ~B.∇(~Ωt × ~r) = ~Ωt × ~B et l’e´quation d’induction s’e´crit ainsi
∂ ~B
∂t
|R + ~vr.∇ ~B = ~Ωt × ~B +∇× (~v ′ × ~B) + η∇2 ~B . (2.27)
Le membre de gauche est la de´rive´e convective du champ magne´tique pour un champ
de vitesse ~vr et nous l’e´crirons
d ~B
d t
|R. En passant dans un re´fe´rentiel R0 en rotation a` la
pulsation ~Ω0, ce terme se transforme suivant
d ~B
d t
|R = d
~B
d t
|R0 + ~Ω0 × ~B . (2.28)
d ~B
d t
|R0 est la de´rive´e convective pour le champ de vitesse ~vt vue dans le re´fe´rentiel R0
soit ~vt − ~Ω0 × ~r. Si nous choisissons ~Ω0 = ~Ωt, soit R′ = R0, le champ de vitesse dans le
re´fe´rentiel R′ est nul et
d ~B
d t
|R′ = ∂
~B
∂ t
|R′ = ∂
~B′
∂ t
|R′ . (2.29)
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Nous en de´duisons que l’e´quation d’induction est invariante par changement de re´fe´-
rentiel en rotation a` vitesse angulaire constante.
De fac¸on ge´ne´rale, l’e´quation d’induction est invariante par changement de re´fe´rentiel
en mouvement solide a` vitesse constante. Dans le cas ou` le milieu conside´re´ est le vide,
les e´quations ve´rifie´es par le champ magne´tique sont ∇ × ~B = 0 et ∇ · ~B = 0. Elles
sont invariantes par changement de re´fe´rentiel en mouvement solide avec la seule trans-
formation ~B′ = ~B. Ces deux dernie`res proprie´te´s permettent de simplifier l’e´tude d’une
dynamo de Ponomarenko ou` le milieu exte´rieur est le vide. En se plac¸ant dans n’importe
quel re´fe´rentiel en rotation et translation solide, le milieu exte´rieur reste le vide au repos
tandis que par un choix astucieux du nouveau re´fe´rentiel nous simplifions le champ de
vitesse du fluide.
Enfin, remarquons que ces invariances sont peu utilise´es dans l’e´tude de l’effet dynamo.
D’une part les proble`mes invariants par translation sont peu re´alistes pour mode´liser des
e´coulements dans des volumes ferme´s, d’autre part, le proble`me complet de dynamo n’est
pas invariant par changement de re´fe´rentiel en rotation. En effet, si l’e´quation d’induction
est invariante, l’e´quation qui re´git le mouvement du fluide ne l’est pas.
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Chapitre 3
Effet des fluctuations du champ de
vitesse sur le seuil d’instabilite´
dynamo
3.1 Objectif de l’e´tude
Pour de´terminer le seuil d’instabilite´ de mode`les ge´ophysiques et astrophysiques d’ef-
fet dynamo, le roˆle de la turbulence est tre`s important. En effet, de nombreux mode`les
utilisent un effet alpha turbulent comme me´canisme de base de l’instabilite´ [4, 27, 28].
Cela n’est pas du tout le cas en ce qui concerne les expe´riences de laboratoire. Les me-
sures expe´rimentales du seuil d’instabilite´ sont en bon accord avec celles pre´dites par des
simulations nume´riques du proble`me cine´matique. Celles-ci utilisent comme champ de vi-
tesse un champ stationnaire de´termine´ en moyennant temporellement le champ de vitesse
instantane´. C’est-a`-dire qu’elles utilisent l’e´coulement moyen et ne tiennent pas du tout
compte de la composante fluctuante du champ de vitesse.
Alors que la nature turbulente de l’e´coulement semble eˆtre de premie`re importance
pour les dynamos astrophysiques, elle n’affecte que tre`s peu le seuil d’instabilite´ des dy-
namos expe´rimentales. Pour comprendre cela, nous nous sommes inte´resse´s a` l’effet sur le
seuil d’instabilite´ d’une composante fluctuante du champ de vitesse. C’est-a`-dire que nous
de´composons le champ de vitesse sous la forme ~v = 〈~v〉+~vb ou` 〈~v〉 est la moyenne tempo-
relle du champ de vitesse et ~vb ses fluctuations, et nous e´tudions l’effet de la composante
fluctuante sur le seuil d’instabilite´. L’e´quation d’induction s’e´crit alors
∂ ~B
∂t
= ∇×
(
〈~v〉 × ~B
)
+∇×
(
~vb × ~B
)
+ η∇2 ~B . (3.1)
Le terme de forc¸age fluctuant est, dans l’e´quation, multiplie´ par l’amplitude du champ
magne´tique: la perturbation est dite multiplicative. Il s’agit donc d’e´tudier l’effet d’une
perturbation fluctuante multiplicative sur l’instabilite´ dynamo.
Il existe une tre`s grande quantite´ de travaux, a` la fois expe´rimentaux et the´oriques,
dans lesquels est e´tudie´ l’effet d’une perturbation multiplicative de´terministe (modulation)
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ou stochastique (bruit) sur le seuil d’instabilite´s simples.
Dans le cas d’une perturbation de´terministe, les comportements peuvent eˆtre tre`s
varie´s. Sans pre´tendre eˆtre exhaustifs, nous exposons brie`vement deux effets. Une couche
de fluide peut eˆtre de´stabilise´e si elle est vibre´e verticalement. C’est l’instabilite´ de Fara-
day qui se manifeste par la formation d’ondulations a` la surface du liquide. Dans ce cas,
la modulation pe´riodique est le moteur de l’instabilite´. Le phe´nome`ne contraire existe
aussi. Une couche de liquide ferromagne´tique est de´stabilise´e si elle est place´e dans un
champ magne´tique vertical d’amplitude supe´rieure a` une valeur seuil Bc. C’est l’instabilite´
de Rosensweig qui se manifeste par la formation d’ondulations statiques. Si la couche est
vibre´e verticalement de fac¸on pe´riodique, il faut appliquer un champ magne´tique supe´rieur
a` Bc pour voir apparaˆıtre l’instabilite´ de Rosensweig: le seuil est alors plus e´leve´. Nous
pre´sentons en fin du manuscrit une copie d’un article re´sumant l’e´tude expe´rimentale et
the´orique de cet effet [36]. Dans ce cas, le forc¸age pe´riodique a tendance a` stabiliser la
surface horizontale et a` augmenter le seuil d’instabilite´. Ainsi, meˆme pour des instabi-
lite´s relativement simples et avec un forc¸age pe´riodique, les comportements ne sont pas
triviaux.
Puisque nous souhaitons mode´liser l’effet de la composante turbulente du champ de
vitesse, nous avons e´te´ amene´s a` e´tudier l’effet d’un bruit sur le seuil d’instabilite´ dynamo.
Les e´tudes existantes sur l’effet du bruit sur une instabilite´ montrent aussi des comporte-
ments tre`s riches. Dans le cas des syste`mes de dimension nulle, c’est-a`-dire dont la grandeur
de´stabilise´e est un scalaire fonction uniquement du temps, Lu¨cke et Schank [37] ont calcule´
le de´placement du seuil d’une instabilite´ stationnaire supercritique force´e par un bruit.
Nous pre´sentons ce calcul en comple´ment de la the`se (quatrie`me partie) et de´taillons une
e´tude expe´rimentale d’un syste`me de´crit par ce type d’e´quation. Ils pre´disent une augmen-
tation du seuil, ce qui est ve´rifie´ nume´riquement. Le meˆme phe´nome`ne a e´te´ mesure´ pour
une bifurcation de Hopf re´alise´e dans un circuit e´lectronique [38]. Lorsque les syste`mes
sont de dimension plus e´leve´e, des de´placements du seuil d’instabilite´ sont aussi observe´s,
par exemple pour des instabilite´s de cristaux liquides [39]. Mais si le bruit est fort, les
comportements peuvent diffe´rer avec, entre autre, l’existence de transitions induites par
le bruit [40], la cre´ation de nouveaux re´gimes de bistabilite´ [41] et l’apparition de re´gimes
d’intermittence on-off [42]. Dans ce dernier cas, le syste`me bascule de fac¸on ale´atoire entre
deux e´tats: un e´tat proche de l’e´tat stable sans forc¸age et un e´tat de´stabilise´.
Enfin, en raison de l’analogie entre les instabilite´s et les transitions de phase, ce
proble`me est similaire a` de nombreux proble`mes de matie`re condense´e. Citons par exemple
l’e´tude de l’effet d’un de´sordre spatial sur la transition ferromagne´tique-paramagne´tique
d’un syste`me de spins d’Ising [43].
Tre`s peu d’e´tudes ont e´te´ mene´es sur ce the`me en conside´rant l’instabilite´ dynamo.
Notons qu’un comportement de type intermittence on-off a e´te´ vu dans des simulations
nume´riques d’effet dynamo [44] mais pour des parame`tres physiques de l’e´coulement
irre´alistes. La valeur de la viscosite´ magne´tique est notamment beaucoup plus faible que
celle des me´taux liquides connus et il n’est alors pas surprenant de voir des comporte-
ments plus instables car les termes de dissipation sont tre`s faibles. Ne´anmoins il n’existe
pas d’e´tudes analytiques de l’effet de la turbulence sur le seuil d’instabilite´ dynamo. Nous
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allons e´valuer cet effet perturbativement dans la limite ou` la composante fluctuante de la
vitesse est de faible amplitude.
3.2 De´veloppement perturbatif
Nous adimensionnons l’e´quation 3.1 en utilisant L, L2/η et V comme unite´s de lon-
gueur, temps et vitesse. L et V sont la taille et la vitesse caracte´ristique de l’e´coulement
moyen. Avec les nouvelles variables que nous notons de la meˆme fac¸on, l’e´quation devient
∂B
∂t
= Rm∇×
(
〈~v〉 × ~B
)
+ δ∇×
(
~vb × ~B
)
+∇2 ~B . (3.2)
Rm =
V L
η
est le nombre de Reynolds magne´tique construit avec les grandeurs caracte´ri-
stiques de l’e´coulement moyen. δ mesure l’importance de la partie fluctuante du champ
de vitesse et est le petit parame`tre de notre de´veloppement. Notons que le de´veloppement
est valide quelle que soit la forme (de´terministe ou bruite´e) de la perturbation de vitesse.
Dans la limite de δ nul, nous retrouvons l’e´quation d’induction non perturbe´e.
Nous supposons que l’e´coulement moyen sans perturbation engendre du champ ma-
gne´tique si Rm est supe´rieur au nombre de Reynolds magne´tique critique R
(0)
mc et nous
voulons savoir comment ce nombre de Reynolds magne´tique critique est modifie´ par la
perturbation de vitesse. Nous calculons cet effet perturbativement puisque nous nous
attendons a` retrouver le proble`me de´terministe dans la limite de tre`s faible bruit.
Nous ne conside´rons que le proble`me cine´matique bruite´ et supposons que le champ
magne´tique e´ventuellement affecte´ par le bruit ne va pas modifier le champ de vitesse. Cela
est pertinent en dessous du seuil ou` le champ magne´tique est nul et cette technique est
donc adapte´e a` notre calcul dans la mesure ou` nous e´tudions le seuil d’instabilite´ et pas sa
saturation. En outre, dans un calcul similaire concernant les instabilite´s des e´quations de
Ginzburg-Landau et Swift-Hohenberg, Becker et Kramer ont montre´ que le de´placement
du seuil pour de faibles bruits peut eˆtre calcule´ en e´tudiant uniquement le proble`me line´aire
[45]. Enfin nous supposons que le bruit ne modifie pas la de´pendance temporelle du mode
instable. Il est aise´ d’adapter ce calcul pour tenir compte d’une eventuelle modification de
la pulsation du mode instable induite par le bruit. Ce de´veloppement est adapte´ a` la fois
au cas d’un perturbation de´terministe (par exemple un forc¸age parame´trique) et au cas
d’une perturbation stochastique (comme mode`le de turbulence). Nous verrons que seule
diffe`re la forme biline´aire que nous introduirons pour calculer la condition de solvabilite´
du de´veloppement.
Nous introduisons le de´veloppement suivant
~B = ~B(0) + δ ~B(1) + δ2 ~B(2) + ... ,
Rm = R
(0)
m + δ R
(1)
m + δ
2R(2)m + ... , (3.3)
et e´crivons l’e´quation 3.2 ordre par ordre en puissances de δ.
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A l’ordre ze´ro, nous obtenons
L ~B(0) =
∂ ~B(0)
∂t
− R(0)m ∇×
(
〈~v〉 × ~B(0)
)
−∇2 ~B(0) = 0 , (3.4)
et nous retrouvons le proble`me non bruite´ qui est, par hypothe`se, instable pour R
(0)
m e´gal
au nombre de Reynolds magne´tique critique du proble`me sans bruit R
(0)
mc. Au premier
ordre en δ, il vient
L ~B(1) = R(1)m ∇×
(
〈~v〉 × ~B(0)
)
+∇×
(
~vb × ~B(0)
)
. (3.5)
Par condition de solvabilite´, nous de´duisons la premie`re correction a` Rmc. Introduisons
un produit scalaire que nous notons 〈f |g〉. Si ~C fait partie du noyau de L† l’adjoint de L,
le produit scalaire de ~C avec le second membre de l’e´quation 3.5 est nul et nous obtenons
R(1)m = −
〈
~C|∇ ×
(
~vb × ~B(0)
)〉
〈
~C|∇ ×
(
〈~v〉 × ~B(0)
)〉 . (3.6)
E´tudions le cas trivial de´terministe ou` ~vb est proportionnel a` 〈~v〉 et s’e´crit donc δ ~vb =
k 〈~v〉, k e´tant un coefficient de proportionnalite´. Nous obtenons ainsi δR(1)m = −k, ce qui
est le re´sultat trivial que le seuil est abaisse´ de telle fac¸on que la vitesse totale 〈~v〉 + ~vb
corresponde au nombre de Reynolds magne´tique critique sans perturbation R
(0)
mc.
Pour e´tudier le cas non de´terministe, il nous faut pre´ciser le type de produit scalaire
que nous utilisons. En effet, si ~vb est un bruit, donc la re´alisation d’une variable ale´atoire,
il n’est pas possible d’utiliser un simple produit scalaire de´fini comme pour la dynamo de
Ponomarenko en e´quation 1.11 page 41 et qui soit, par exemple, l’inte´grale sur l’espace
du produit scalaire local. En effet, sa valeur de´pend de la re´alisation du bruit. Nous
e´tendons le produit scalaire au cas des variables ale´atoires en y introduisant une moyenne
sur les re´alisations. Si ~F et ~G sont deux variables ale´atoires de re´alisations ~fζ et ~gζ, nous
de´finissons une forme biline´aire pour ~F et ~G par
〈
~F | ~G
〉
=
∫ 〈
~fζ
∗.~gζ
〉
s
d3r ou` 〈.〉s est la
moyenne sur les re´alisations du bruit. Notons que si le processus est ergodique, la moyenne
sur les re´alisations est e´quivalente a` une moyenne temporelle. Cette de´finition permet
de ge´ne´raliser le produit scalaire de fonctions de´terministes a` des variables ale´atoires.
En comple´ment a` la the`se nous e´tudions l’effet du bruit sur d’autres instabilite´s pour
lesquelles nous de´taillons l’utilisation d’une forme biline´aire similaire.
Nous pouvons alors calculer la premie`re correction au nombre de Reynolds magne´tique
critique. Si ~vb est un bruit de moyenne nulle, comme R
(1)
m est une fonction line´aire de ~vb et
des champs de´terministes, la moyenne sur les re´alisations qui intervient dans les produits
scalaires est une moyenne sur les re´alisations de ~vb. Celle-ci est nulle et il en va donc de
meˆme de la premie`re correction au nombre de Reynolds magne´tique critique R
(1)
m = 0.
Calculons la correction a` l’ordre suivant.
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A l’ordre deux en δ, l’e´quation 3.2 donne
L ~B(2) = R(2)m ∇×
(
〈~v〉 × ~B(0)
)
+∇×
(
~vb × ~B(1)
)
, (3.7)
et, par condition de solvabilite´, nous obtenons
R(2)m = −
〈
~C|∇ ×
(
~vb × ~B(1)
)〉
〈
~C|∇ ×
(
〈~v〉 × ~B(0)
)〉 , (3.8)
ou` ~B(1) est solution de
L~B(1) = ∇×
(
~vb × ~B(0)
)
. (3.9)
Contrairement a` la premie`re correction au nombre de Reynolds magne´tique critique, celle-
ci est quadratique en ~vb et n’a pas, a priori, de raison d’eˆtre nulle. Son calcul ne´cessite
d’inverser l’e´quation 3.9 et de calculer la valeur des formes biline´aires de l’e´quation 3.8.
Comme nous l’avons dit pre´ce´demment, la structure du de´veloppement contraint la
fre´quence propre du mode instable a` eˆtre inde´pendante de l’amplitude du bruit. Cette
hypothe`se est raisonnable si le mode instable est stationnaire, dans le cas contraire il
est possible d’adapter le de´veloppement pour tenir compte du changement de fre´quence
induit par le bruit. Le re´sultat sur la nullite´ de la variation du seuil au premier ordre en
amplitude du bruit est inchange´.
A l’aide de ce de´veloppement perturbatif, nous avons pu donner l’expression des deux
premiers termes correctifs au nombre de Reynolds magne´tique critique en fonction de
l’amplitude du bruit. De fac¸on ge´ne´rale, la premie`re correction est nulle, c’est-a`-dire que
l’effet du bruit est du second ordre en son amplitude et donc de´pend peu du bruit dans
la limite ou` il n’est pas trop important. Ce re´sultat est assez cohe´rent avec les mesures
des seuils des dynamos expe´rimentales qui sont peu affecte´es par la partie turbulente des
e´coulements.
3.3 Cas particulier d’une dynamo alpha-alpha dans
la limite de faible nombre de Reynolds magne´ti-
que.
Dans le cas ou` la perturbation de vitesse est un bruit de moyenne nulle, le de´veloppe-
ment pre´ce´dent permet d’e´tablir la nullite´ du premier terme du de´veloppement perturbatif
du nombre de Reynolds magne´tique critique en fonction de l’amplitude du bruit. Nous
avons de´termine´ une formule donnant le second terme correctif mais n’avons pas trouve´
d’e´coulement suffisamment simple pour que la correction soit calcule´e explicitement.
Dans le cas d’une dynamo base´e sur une se´paration d’e´chelle, la structure du mode
instable est simple et peut permettre de calculer le second coefficient du de´veloppement
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perturbatif de Rmc. Ne´anmoins le de´veloppement doit eˆtre adapte´ pour tenir compte des
champs variant a` grandes et petites e´chelles. C’est ce que nous faisons dans le cas d’un
e´coulement propose´ par Roberts [14] pour lequel le calcul du seuil en l’absence de bruit
est donne´ en annexe page 79. Les e´quations ve´rifie´es par le champ moyenne´ sur une
pe´riode spatiale de l’e´coulement
〈
~B
〉
p
et par la partie du champ variant sur la pe´riode
de l’e´coulement ~b = ~B −
〈
~B
〉
p
sont
∂
〈
~B
〉
p
∂t
= ∇×
(〈
~v ×~b
〉
p
)
+ η∇2
〈
~B
〉
p
,
∂~b
∂t
' ∇×
(
~v ×
〈
~B
〉
p
)
+ η∇2~b . (3.10)
Le champ de vitesse est la somme d’un e´coulement he´lico¨ıdal de la forme ~v = V ~u ou`
~u = (cos k y − cos k z, sin k z, sin k y) et de la perturbation note´e δ ~vb. Afin de rester
cohe´rent avec l’e´tude mene´e en annexe, nous allons faire le de´veloppement en utilisant la
variable V plutoˆt que Rm. Le seuil en Rm se de´duit de la de´finition Rm =
V
√
L l
η
donne´e
par l’e´quation 3.44. Nous e´crivons donc
V = V (0) + δ V (1) + δ2 V (2) + ... ,〈
~B
〉
p
=
〈
~B(0)
〉
p
+ δ
〈
~B(1)
〉
p
+ δ2
〈
~B(2)
〉
p
+ ...
~b = ~b(0) + δ~b(1) + δ2~b(2) + ... (3.11)
A l’ordre 0 en δ, il vient
∂
〈
~B(0)
〉
p
∂t
= ∇×
(
V (0)
〈
~u(0) ×~b(0)
〉
p
)
+ η∇2
〈
~B(0)
〉
p
,
∂~b(0)
∂t
= ∇×
(
V (0) ~u×
〈
~B(0)
〉
p
)
+ η∇2~b(0) . (3.12)
Nous retrouvons le proble`me non perturbe´. La solution de la seconde e´quation s’e´crit
~b(0) = M
〈
~B(0)
〉
p
comme de´fini en e´quation 3.37 page 80. Le terme V (0)
〈
~u(0) ×~b(0)
〉
p
s’e´crit α
〈
~B(0)
〉
p
ou` α est donne´ par l’e´quation 3.38 page 80. Nous obtenons donc une
expression pour le champ moyen de la forme
L
〈
~B(0)
〉
p
=
∂
〈
~B(0)
〉
p
∂ t
−∇×
(
α
〈
~B(0)
〉
p
)
− η∇2
〈
~B(0)
〉
p
= 0 . (3.13)
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Le seuil est donne´ par (V
(0))2
η2 K k
= 1 et le mode instable est stationnaire et a la forme
〈
~B(0)
〉
p
= exp iK x

0i
1

 . (3.14)
3.3.1 Premie`re correction au seuil
Au premier ordre en δ nous obtenons
∂
〈
~B(1)
〉
p
∂t
=∇×
(
V (0)
〈
~u×~b(1)
〉
p
)
+∇×
(
V (1)
〈
~u×~b(0)
〉
p
)
+∇×
(〈
~vb ×~b(0)
〉
p
)
+ η∇2
〈
~B(1)
〉
p
, (3.15)
∂~b(1)
∂t
= ∇×
(
V (0) ~u×
〈
~B(1)
〉
p
)
+∇×
(
V (1) ~u×
〈
~B(0)
〉
p
)
+∇×
(
~vb ×
〈
~B(0)
〉
p
)
+ η∇2~b(1) . (3.16)
La seconde e´quation admet des solutions de la forme
~b(1) = M
〈
~B(1)
〉
p
+
V (1)
V (0)
M
〈
~B(0)
〉
p
+~b
(1)
b ,
ou` ~b
(1)
b est solution de
∂~b
(1)
b
∂ t
− η∇2~b(1)b = ∇×
(
~vb ×
〈
~B(0)
〉
p
)
et, par line´arite´ en
〈
~B(0)
〉
p
,
nous l’e´crivons formellement ~b
(1)
b = Mb
〈
~B(0)
〉
p
. Cela permet d’e´crire l’e´quation 3.15
comme
L
〈
~B(1)
〉
p
=2V (1)∇×
(〈
~u×M
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
)
+∇×
(〈
~vb ×M
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
)
+ V (0)∇×
(〈
~u×Mb
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
)
. (3.17)
En appliquant la condition de solvabilite´ nous obtenons la premie`re correction au seuil
V (1)
V (0)
= −
V (0)
〈
~C|∇ ×
〈
~u×Mb
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
〉
+
〈
~C|∇ ×
〈
~vb ×M
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
〉
2
〈
~C|∇ × α
〈
~B(0)
〉
p
〉 ,
(3.18)
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ou` ~C est un e´le´ment du noyau de L† l’adjoint de L.
Calculons cette correction pour les diffe´rents exemples pre´sente´s en annexe. Dans le
cas ou` la perturbation est un autre re´seau d’e´coulements he´lico¨ıdaux de vitesse W et
de vecteur d’onde n k avec n ≥ 2, il est facile de montrer que
〈
~u×Mb
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
et〈
~vb ×M
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
sont nuls car ~u et M
〈
~B(0)
〉
p
sont des termes fluctuants de vecteur
d’onde k tandis que Mb
〈
~B(0)
〉
p
et ~vb sont de vecteur d’onde n k. La moyenne de leur
produit est donc nulle, ainsi que la premie`re correction au seuil, V (1) = 0.
Dans le cas de l’e´coulement de Roberts force´ parame´triquement, la perturbation de
vitesse est pe´riodique de pe´riode 2τ et vaut alternativement δ~vb = ±W ~u. Dans le produit
scalaire, intervient une moyenne temporelle et les contributions des termes moyenne´s sur
chaque demi-pe´riode sont oppose´es. La` encore, V (1) est nul.
Dans le cas ou` ~vb est un bruit de moyenne nulle, nous choisissons un produit scalaire
dans lequel intervient une moyenne sur les re´alisations du bruit. Dans l’expression de V (1)
n’interviennent que des termes line´aires en ~vb et leurs moyennes sur les re´alisations du
bruit sont nulles. Nous retrouvons que la modification du seuil produite par le bruit est
nulle au premier ordre soit V (1) = 0.
3.3.2 Seconde correction au seuil
Calculons maintenant la correction au second ordre dans le cas ou` celle au premier
ordre est nulle. En de´veloppant l’e´quation 3.10 au second ordre en δ, nous obtenons
∂
〈
~B(2)
〉
p
∂t
= ∇×
(
V (0)
〈
~u×~b(2)
〉
p
)
+∇×
(
V (2)
〈
~u×~b(0)
〉
p
)
+∇×
(〈
~vb ×~b(1)
〉
p
)
+ η∇2
〈
~B(2)
〉
p
, (3.19)
∂~b(2)
∂t
= ∇×
(
V (0) ~u×
〈
~B(2)
〉
p
)
+∇×
(
V (2) ~u×
〈
~B(0)
〉
p
)
+∇×
(
~vb ×
〈
~B(1)
〉
p
)
+ η∇2~b(2) . (3.20)
La solution de l’e´quation 3.20 s’e´crit
~b(2) = M
〈
~B(2)
〉
p
+
V (2)
V (0)
M
〈
~B(0)
〉
p
+~b
(2)
b , (3.21)
ou` ~b
(2)
b est solution de
∂~b
(2)
b
∂ t
− η∇2~b(2)b = ∇ ×
(
~vb ×
〈
~B(1)
〉
p
)
, ce qui permet de calculer
la seconde correction au seuil en appliquant la condition de solvabilite´ a` l’e´quation 3.19.
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Nous obtenons
V (2)
V (0)
=−
V (0)
〈
~C|∇ ×
〈
~u×~b(2)b
〉
p
〉
+
〈
~C|∇ ×
〈
~vb ×M
〈
~B(1)
〉
p
〉
p
〉
2
〈
~C|∇ × α
〈
~B(0)
〉
p
〉
−
〈
~C|∇ ×
〈
~vb ×~b(1)b
〉
p
〉
2
〈
~C|∇ × α
〈
~B(0)
〉
p
〉 , (3.22)
ou`
〈
~B(1)
〉
p
est solution de
L
〈
~B(1)
〉
p
= ∇×
〈
~vb ×~b(0)
〉
p
+ V (0)∇×
〈
~u×~b(1)b
〉
p
, (3.23)
et ~b
(1)
b est solution de
∂~b
(1)
b
∂ t
− η∇2~b(1)b = ∇×
(
~vb ×
〈
~B(0)
〉
p
)
. (3.24)
E´tudions le cas ou` la perturbation en vitesse est un sous-re´seau d’e´coulements he´lico¨ı-
daux de vitesse W . Nous obtenons ~b
(1)
b =
1
δ
Mn
〈
~B(0)
〉
p
avec
Mn
〈
~B(0)
〉
p
= − W
η nk


sin(n k y)
〈
~B
(0)
y
〉
p
− sin(n k z)
〈
~B
(0)
z
〉
p
−cos(n k z)
〈
~B
(0)
z
〉
p
−cos(n k y)
〈
~B
(0)
y
〉
p

 . (3.25)
Ainsi
〈
~u×~b(1)b
〉
p
et
〈
~vb ×~b(0)
〉
p
sont nuls car les champs de vitesses et les champs magne´-
tiques n’ont pas la meˆme pe´riode spatiale. Nous de´duisons de l’e´quation 3.23 que
〈
~B(1)
〉
p
est nul. Le seul terme non nul dans l’expression de V (2) vient de
〈
~C|∇ ×
〈
~vb ×~b(1)b
〉
p
〉
.
Comme nous l’avons montre´ en annexe, nous avons
〈
~vb ×~b(1)b
〉
p
= 1
n
(
W
δ V
)2
α
〈
~B(0)
〉
p
ou`
α
〈
~B(0)
〉
p
= V (0)
〈
~u×M
〈
~B(0)
〉
p
〉
p
comme de´fini par l’e´quation 3.38. Ainsi la pertur-
bation au seuil vaut
V (2) = −V
(0)
2n
(
W
δ V (0)
)2
, (3.26)
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et en notant Rmc le seuil sans perturbation, le nouveau seuil s’e´crit
Rmc(W ) = R
(0)
mc
(
1− 1
2n
(
W
V
)2)
. (3.27)
Notre de´veloppement perturbatif nous a permis de retrouver le re´sultat obtenu par le
calcul exact en e´quation 3.50.
E´tudions le cas du forc¸age parame´trique. Dans la limite ou` τ est grand devant l2/η,
nous ne´gligeons les re´gimes transitoires pour~b
(1)
b qui vaut alternativement ± Wδ V M
〈
~B(0)
〉
p
.
Son produit avec la perturbation de vitesse est alors de signe constant et la moyenne vaut〈
~vb ×~b(1)b
〉
p
=
(
W
δ V
)2
α
〈
~B(0)
〉
p
. Le calcul des autres termes de l’e´quation 3.22 ne´cessite
de re´soudre l’e´quation 3.23. Le calcul de
〈
~B(1)
〉
p
montre qu’il est proportionnel a`
〈
~B(0)
〉
p
et que sa de´pendance temporelle est une fonction en dents de scie, pe´riodique, qui vaut t
pour t compris entre 0 et τ et 2τ − t pour t compris entre τ et 2 τ . Le produit d’une telle
fonction avec un terme dont la valeur entre τ et 2 τ est l’oppose´e de la valeur entre 0 et
τ est de moyenne nulle. Ainsi, toutes les autres contributions a` V (2) sont nulles et nous
retrouvons le re´sultat prouve´ en annexe
Rmc(W ) = R
(0)
mc
(
1− 1
2
(
W
V
)2)
. (3.28)
Dans le cas ou` la perturbation est la composante turbulente de l’e´coulement, nous
re´solvons l’e´quation 3.24 par transforme´e de Fourier. Nous utilisons les conventions intro-
duites page 85 et obtenons
~ˆb
(1)
b (
~k, ω) =
i
−i ω + η k2
〈
~B(0)
〉
p
.~k ~ˆvb(~k, ω) . (3.29)
Le champ ~b
(1)
b s’exprime donc comme la somme de termes de meˆme de´pendance spa-
tiale et temporelle que le champ de vitesse turbulent ~vb. Nous supposons que la taille
caracte´ristique des fluctuations de vitesse turbulente est tre`s petite devant celle de l’e´cou-
lement qui cre´e la dynamo (~u). Les moyennes sur une pe´riode de l’e´coulement 〈~u× ~vb〉p
et
〈
~vb ×~b(0)
〉
p
sont donc nulles. Dans cette limite, la solution de l’e´quation 3.23 est alors〈
~B(1)
〉
p
= 0. Ainsi ~b
(2)
b = 0 et le seul terme non nul de l’e´quation 3.22 est celui propor-
tionnel a`
〈
~C|∇ ×
〈
~vb ×~b(1)b
〉
p
〉
. Ce terme est quadratique en la perturbation de vitesse;
sa moyenne sur les re´alisations (qui est introduite naturellement par l’utilisation de la
forme biline´aire) n’a pas de raison d’eˆtre nulle.
Le calcul de ~vb×~b(1)b se fait de la meˆme fac¸on que pour calculer l’effet alpha turbulent
(voir page 86) et nous obtenons〈
(~vb ×~b(1)b )i
〉
s
= αij
〈
~B
(0)
j
〉
p
, (3.30)
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ou` αij est le tenseur de l’effet alpha turbulent qui est relie´ au tenseur spectral des
corre´lations du champ de vitesse δ~vb (voir e´quation 3.56) par
δ2 αij = i η ivl
∫∫
Φvl
k2 kj
ω2 + (η k2)2
d~k dω . (3.31)
A l’aide de la forme de ~C, nous calculons la seconde correction au seuil d’instabilite´. Si la
turbulence est incompressible, le tenseur de l’effet α turbulent est syme´trique [16] et nous
obtenons
δ2 V (2)
V (0)
=
αyy + αzz
4V
(0)2
η k
. (3.32)
Ce de´veloppement fait apparaˆıtre clairement l’additivite´ des effets alpha cre´e´s a` di-
verses e´chelles spatio-temporelles. Le de´placement du seuil peut ainsi eˆtre de´termine´ en
e´crivant le tenseur de l’effet alpha total comme αtot = αu + αturb ou` αu = −V 2η k est cre´e´
par l’e´coulement moyen et αturb par la turbulence. En adaptant le crite`re de seuil donne´
par l’e´quation 3.42, nous retrouvons dans la limite d’une turbulence de faible amplitude
le de´calage calcule´ par l’e´quation 3.32.
Nous avons pu calculer la seconde correction au nombre de Reynolds magne´tique cri-
tique cre´e´e par la partie turbulente de l’e´coulement. Dans cette correction s’introduit
naturellement le tenseur de l’effet alpha turbulent. A cet ordre, seuls deux termes diago-
naux de ce tenseur entrent en jeu, ce sont les termes qui sont non nuls pour l’effet alpha
de l’e´coulement moyen. L’e´coulement moyen (V ~u) est a` he´licite´ positive et effet alpha
ne´gatif (−V 2
η k
). Le seuil est donc abaisse´ si l’effet alpha cre´e´ par la turbulence (αyy + αzz)
est de meˆme signe que celui de l’e´coulement moyen. Si les fluctuations sont isotropes,
l’effet alpha est un scalaire de signe oppose´ a` celui de l’he´licite´. Le seuil est alors abaisse´ si
l’he´licite´ de la turbulence est de meˆme signe que celle de l’e´coulement moyen. Au contraire
si l’he´licite´ de la turbulence est de signe oppose´ a` celle de l’he´coulement moyen, le seuil
est augmente´. Si, par exemple pour des raisons de syme´tries, l’he´licite´ de la turbulence
est nulle, la seconde correction au seuil d’instabilite´ s’annulle. Il est possible que dans
l’expe´rience de Karlsruhe les fluctuations aient une tre`s faible he´licite´ et produisent donc
un effet alpha turbulent ne´gligeable devant celui cre´e´ par l’e´coulement grande e´chelle, ce
qui explique que le seuil mesure´ expe´rimentalement est tre`s proche du seuil calcule´ sans
tenir compte des fluctuations turbulentes.
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Comple´ments
3.A E´tude de diverses dynamos alpha-alpha lami-
naires
3.A.1 Proble`me cine´matique pour un e´coulement simple
Nous allons e´tudier un e´coulement propose´ par G.O. Roberts [14] dont le champ de
vitesse dans la base (~ux, ~uy,~uz) s’e´crit
~v = V (cos k y − cos k z, sin k z, sin k y) , (3.33)
et dont nous avons trace´ les lignes de courant en figure 1.9 page 32. La vitesse est 2 pi/k-
pe´riodique par rapport a` y et z. L’e´coulement est tridimensionnel et est constitue´ d’un
re´seau d’e´coulements he´lico¨ıdaux. Deux e´coulements voisins ont des vitesses axiales sui-
vant ~ux oppose´es et des vitesses azimutales syme´triques par rapport a` un plan contenant
l’axe ~ux. Ainsi leurs he´licite´s sont e´gales. L’e´tude est base´e sur la se´paration d’e´chelle
entre la partie du champ qui varie lentement dans l’espace et la partie du champ qui
varie sur la taille d’un e´coulement he´lico¨ıdal. Nous parlons dans ce paragraphe de fluc-
tuations du champ au sens de variations spatiales de pe´riode 2 pi/k et pas au sens des
fluctuations turbulentes. Nous introduisons la moyenne sur une pe´riode de l’e´coulement
P =]− pi/k, pi/k]×]− pi/k, pi/k] et notons le champ magne´tique moyenne´ sur une pe´riode〈
~B
〉
p
= k
2
4 pi2
∫∫
(x,y)∈P
~B dx dy . Le terme fluctuant spatialement est ~b = ~B −
〈
~B
〉
p
. Remar-
quons que 〈~v〉p = ~0.
En moyennant l’e´quation d’induction, il vient
∂
〈
~B
〉
p
∂t
= ∇×
(〈
~v ×~b
〉
p
)
+ η∇2
〈
~B
〉
p
. (3.34)
En soustrayant cette dernie`re e´quation a` l’e´quation d’induction, nous obtenons l’e´quation
ve´rifie´e par ~b
∂~b
∂t
= ∇×
(
~v ×
〈
~B
〉
p
)
+∇×
(
~v ×~b
)
−∇×
(〈
~v ×~b
〉
p
)
+ η∇2~b . (3.35)
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Nous nous plac¸ons dans la limite ou` ~b est faible devant
〈
~B
〉
p
et cette dernie`re e´quation
prend la forme simplifie´e
∂~b
∂t
− η∇2~b = ∇×
(
~v ×
〈
~B
〉
p
)
. (3.36)
En re´solvant cette e´quation nous obtenons ~b en fonction de ~v et
〈
~B
〉
p
et pouvons calculer
le terme
〈
~v ×~b
〉
p
de l’e´quation 3.34, ce qui donne une e´quation ferme´e pour
〈
~B
〉
p
. Se
placer dans la limite de ~b petit devant
〈
~B
〉
p
permet de calculer analytiquement le terme
de moyenne des fluctuations. Notons l la taille caracte´ristique de l’e´coulement, c’est un
calcul au premier ordre en v l/η du type de ceux nomme´s “first order smoothing” en
turbulence.
Comme
〈
~B
〉
p
est le champ moyenne´, il varie tre`s lentement par rapport aux champs
~v et ~b et peut eˆtre conside´re´ comme constant dans l’e´quation 3.36. La solution aux temps
longs de cette e´quation s’e´crit
~b = − V
η k


sin(k y)
〈
~By
〉
p
− sin(k z)
〈
~Bz
〉
p
−cos(k z)
〈
~Bz
〉
p
−cos(k y)
〈
~By
〉
p

 (3.37)
et nous notons cette e´galite´ ~b = M
〈
~B
〉
p
. Le calcul du terme
〈
~v ×~b
〉
p
donne
〈
~v ×~b
〉
p
= α.
〈
~B
〉
p
= −V
2
η k

0 0 00 1 0
0 0 1

 .〈 ~B〉
p
(3.38)
ou` α est l’ope´rateur qui relie la moyenne des fluctuations au champ magne´tique moyen.
C’est l’effet alpha pour cet e´coulement.
Il est alors possible de chercher les modes instables de l’e´quation 3.34 sous la forme
〈
~B
〉
p
= exp iK x

BxBy
Bz

 (3.39)
ou` K est le vecteur d’onde du champ moyen qui est tre`s petit par rapport a` k. Bx, By, Bz
ne de´pendent que du temps et ve´rifient les e´quations
dBx
dt
= −η K2 Bx ,
d By
dt
=
V 2 iK
η k
Bz − η K2By ,
d Bz
dt
= −V
2 iK
η k
By − η K2Bz . (3.40)
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Le vecteur (Bx, By, Bz) est donc dans le noyau de l’ope´rateur L de´fini par
L. = ∂ .
∂t
+


η K2 0 0
0 η K2 −V 2 iK
η k
0 V
2 i K
η k
η K2

 . (3.41)
Bx de´croˆıt exponentiellement a` ze´ro mais les variables B± = By ± i Bz ve´rifient
dB±
dt
= (±V
2K
η k
− ηK2)B± , (3.42)
et B+ peut croˆıtre a` condition que
V 2
η2 kK
≥ 1 . (3.43)
Pour de´finir le nombre de Reynolds magne´tique, utilisons l la taille d’un e´coulement
he´lico¨ıdal (k l = 2 pi) et L la taille de l’ensemble de ces e´coulements. Si nous conside´rons
des conditions aux limites pe´riodiques, le seuil correspond a` K L = 2pi, soit
Rmc =
V
√
l L
η
= 2 pi . (3.44)
Pour une valeur de Rm supe´rieure a` Rmc, il y a cre´ation de champ magne´tique. Contraire-
ment au cas de la dynamo de Ponomarenko, bien que la structure spatiale du mode instable
brise l’invariance par translation le long de l’axe ~ux, la bifurcation est stationnaire. En
effet, l’e´coulement est invariant par rotation d’angle pi par rapport a` la bissectrice du plan
(0yz). Les deux directions x ≤ 0 et x ≥ 0 sont e´quivalentes et la structure n’ayant alors
pas de direction privile´gie´e, elle reste stationnaire. Les termes sources de l’instabilite´ sont
les deux termes couplant By et Bz dans le syste`me d’e´quations 3.40. Ce sont les termes
non diagonaux de l’ope´rateur 3.41 et ils sont duˆs a` l’effet alpha. Cette dynamo est dite
de type alpha-alpha.
Le mode instable a la forme
〈
~B
〉
p
= exp iK x

0i
1

 . (3.45)
Le champ est uniforme dans les plans x constants et de´crit une he´lice lorsque nous nous
de´plac¸ons le long de l’axe ~ux. Bien que le champ moyen ne de´pende que d’une coordonne´e
spatiale et soit invariant par rotation autour de l’axe ~ux, il n’en va pas de meˆme du champ
total ~B =
〈
~B
〉
+~b et les the´ore`mes anti-dynamo ne s’appliquent pas.
Calculons l’ope´rateur L† adjoint de L. Introduisons le produit scalaire
〈
~C| ~B
〉
=
1
T V
∫∫
0≤t≤T, ~r∈P
~C ∗. ~B dtd~r. C’est le produit scalaire local inte´gre´ sur une pe´riode de l’e´coulement
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et sur le temps. Pour des champs moyens dont la de´pendance spatiale est proportionnelle
a` exp iK x, l’adjoint s’e´crit
L†. = ∂ .
∂t
+


η K2 0 0
0 η K2 −V 2 i K
η k
0 V
2 i K
η k
η K2

 . (3.46)
Il s’agit du meˆme ope´rateur que L, au terme de de´rive´e temporelle pre`s qui est change´
en son oppose´. Le mode instable du proble`me direct, de´fini par l’e´quation 3.45, e´tant
stationnaire, il fait aussi parti du noyau de l’ope´rateur adjoint.
L’expression de α a e´te´ de´termine´e dans la limite de faible vl/η. Au seuil d’instabilite´ et
dans la limite ou` L/l est grand, ~b est petit devant
〈
~B
〉
p
comme le montre l’e´quation 3.37.
Nous souhaitons calculer α a` l’ordre suivant en vl/η. Pour cela, nous re´solvons perturba-
tivement l’e´quation 3.35 a` l’aide du sche´ma suivant:
〈
~B
〉
p
cre´e un champ ~b(0) solution de
l’e´quation 3.36 et dont la solution est donne´e par l’e´quation 3.37; en introduisant le champ
~b(0) dans l’e´quation 3.35 nous calculons la premie`re correction au champ magne´tique ~b(1)
dont de´coule la premie`re correction α(1) =
〈
~v ×~b(1)
〉
p
. A son tour ~b(1) cre´e un champ ~b(2)
qui donne la seconde correction a` α. Afin de diffe´rencier l’effet de la vitesse axiale et de
la vitesse azimutale, nous donnons le re´sultat pour un champ de vitesse
~v =

V (cos(k y)− cos(k z))Usin(k z)
Usin(k y)

 , (3.47)
La premie`re correction a` α est nulle et il faut calculer ~b(2) pour obtenir
α = −U V
η k
(
1− U
2
2 η2 k2
)
.
Pour U = V et dans la limite de faible V l
η
nous retrouvons l’expression 3.38. Le coefficient
est line´aire en V , mais si nous augmentons la vitesse azimutale du re´seau, l’effet alpha
(|α|) croˆıt line´airement, atteint un maximum puis de´croˆıt. Ce phe´nome`ne est cause´ par
l’expulsion du champ magne´tique de chaque cellule de l’e´coulement par la composante
toro¨ıdale de la vitesse. Notons que ce re´sultat perturbatif n’est pertinent que pour de
faibles valeurs de U l
η
, ce qui illustre les limites de ce type de re´solution des e´quations
d’induction en se´rie d’un nombre de Reynolds magne´tique. Une re´solution nume´rique
d’un proble`me similaire [46] montre effectivement une de´croissance de l’effet alpha qui
tend vers ze´ro a` haut U l
η
.
3.A.2 Effet d’un second e´coulement he´lico¨ıdal
Un premier pas dans l’e´tude des fluctuations lie´es a` la turbulence consiste a` e´tudier
l’effet de structures spatiales de petites tailles par rapport a` celle de l’e´coulement qui
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engendre la dynamo. Un exemple tre`s simple est constitue´ d’une superposition de deux
re´seaux d’e´coulements he´lico¨ıdaux que nous notons
~v = V

cos(k y)− cos(k z)sin(k z)
sin(k y)

+W

cos(n k y)− cos(n k z)sin(n k z)
sin(n k y)

 , (3.48)
ou` n est un entier naturel supe´rieur a` 2. n k est le vecteur d’onde du re´seau dont la vitesse
est proportionnelle a` W . Il se de´duit du premier re´seau par une dilatation de rapport 1/n
et sa taille caracte´ristique est donc n fois plus petite que celle de l’autre re´seau. Ainsi, si
n tend vers l’infini, le petit re´seau a une taille caracte´ristique qui tend vers ze´ro.
Le calcul est similaire a` celui a` un seul re´seau. En effet, ~b est line´aire en la vitesse
et en
〈
~B
〉
p
et son expression est une somme de deux termes. Le premier est donne´ par
l’e´quation 3.37 tandis que le second s’en de´duit en remplac¸ant V par W et k par n k.
Puisque les fre´quences spatiales sont diffe´rentes, il n’y a pas de couplage entre le
champ fluctuant cre´e´ par un des sous-re´seaux et le champ de vitesse de l’autre re´seau.
Nous aboutissons a` la formule pour la moyenne des fluctuations
〈
~v ×~b
〉
p
= α.
〈
~B
〉
p
= −
(
V 2
η k
+
W 2
η n k
)0 0 00 1 0
0 0 1

〈 ~B〉
p
. (3.49)
Le nouveau seuil correspond a` l’e´galite´ V
2
η2 k K
+ W
2
η2 nk K
= 1 et, dans le plan (Rm1,Rm2) =
( V
η
√
k K
, W
η
√
k K
), correspond a` une ellipse que nous dessinons pour le cas n = 3 en figure
3.1. Les effets des deux champs de vitesse s’ajoutent pour donner un effet alpha somme
des effets alpha des deux re´seaux. Seul intervient le carre´ de chaque vitesse et le seuil est
invariant si nous changeons V en −V ou W en −W . Notons que l’he´licite´ est invariante
sous l’action de ces deux transformations. La structure du mode instable est la meˆme
que dans le cas a` un re´seau. La bifurcation reste stationnaire car le second re´seau est, lui
aussi, syme´trique par rapport a` la bissectrice du plan (Oyz).
Si nous conside´rons que l’effet du petit re´seau de vitesse W est une perturbation de
celui du re´seau de vitesse V , nous pouvons de´velopper l’e´quation donnant le seuil en
fonction de W
V
. En de´finissant le nombre de Reynolds magne´tique comme dans le cas a` un
re´seau par Rm =
V
√
l L
η
, l’effet de la pre´sence du second sous-re´seau est d’abaisser le seuil
d’un terme qui, au premier ordre non nul, vaut
Rmc(W ) = R
(0)
mc
(
1− 1
2n
(
W
V
)2)
, (3.50)
ou` R
(0)
mc est le seuil pour un e´coulement a` un seul re´seau.
3.A.3 Effet d’un forc¸age parame´trique
E´tudions maintenant l’effet d’une modulation pe´riodique du champ de vitesse. Nous
supposons que celui-ci a la de´pendance spatiale de l’e´quation 3.33 mais varie de fac¸on
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Fig. 3.1 – Seuil d’instabilite´ dynamo pour un e´coulement constitue´ de deux re´seaux
he´lico¨ıdaux. Le nombre de Reynolds magne´tique associe´ a` chaque re´seau est donne´
par (Rm1,Rm2) = (
V
η
√
k K
, W
η
√
k K
).
pe´riodique en fonction du temps. Nous notons 2 τ la pe´riode. Pendant une demi-pe´riode
de dure´e τ la vitesse est proportionnelle a` V = V −W et pendant la pe´riode suivante a`
V + W . Il s’agit donc d’un e´coulement de Roberts dont le champ de vitesse est module´
pe´riodiquement.
Nous supposons que le temps τ est grand devant le temps caracte´ristique diffusif de ~b
qui vaut l2/η et conside´rons que ~b vaut durant chaque demi-pe´riode la solution aux temps
longs donne´e en e´quation 3.37. Cela revient a` ne´gliger les phe´nome`nes transitoires pour
~b. Notons que meˆme si τ est grand devant l2/η, il peut eˆtre choisi petit devant le temps
caracte´ristique diffusif du champ moyen L2/η.
Nous notons C(V ) = V
2 K
ηk
− ηK2 le taux de croissance du champ magne´tique donne´
par l’e´quation 3.42. Si nous notons B0 la valeur du champ a` l’instant t = 0, il vaut
B(τ) = B0 exp (C(V −W ) τ) au bout d’une demi-pe´riode et,
B(2 τ) = B0 exp ((C(V −W ) + C(V +W )) τ) au bout d’une pe´riode.
Le seuil d’instabilite´ est donne´ par la condition B(2 τ) = B(0), soit C(V −W ) + C(V +
W ) = 0, ce que nous re´e´crivons
(V +W )2 + (V −W )2
2 η kK
= 1 . (3.51)
En utilisant la de´finition du nombre de Reynolds magne´tique critique de l’e´quation 3.44,
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nous obtenons
Rmc(W ) =
R
(0)
mc√
1 + (W
V
)2
. (3.52)
ou` R
(0)
mc est le nombre de Reynolds magne´tique critique pour W = 0. Si la modulation
est de faible amplitude, nous pouvons la traiter perturbativement et calculer la premie`re
correction en W/V au nombre de Reynolds magne´tique critique. Nous obtenons
Rmc(W ) = R
(0)
mc
(
1− W
2
2V 2
)
. (3.53)
Le seuil est donc abaisse´ si l’e´coulement est force´ parame´triquement. L’effet est du second
ordre en la modulation qui est suppose´e petite.
3.B L’effet alpha turbulent
Si le champ de vitesse est turbulent et, moyennant certaines hypothe`ses concernant ses
fluctuations, il peut cre´er du champ magne´tique par effet alpha. Pour calculer l’effet alpha
dans ce cas, nous introduisons tout d’abord quelques grandeurs caracte´risant le spectre
des fluctuations de vitesse en suivant les de´finitions classiques [16, 17]. Pour un champ de
vitesse ~v(~r,t), nous notons ~ˆv(~k,ω) sa transforme´e de Fourier spatio-temporelle de´finie par
~ˆv(~k,ω) = (2 pi)−4
∫∫
~v(~r,t) e−i(
~k.~r−ω t) d3~r dt. (3.54)
Comme ~v est re´el, nous avons la relation ~ˆv(−~k,− ω) = ~ˆv(~k,ω)∗.
Si le champ de vitesse est stationnaire et homoge`ne nous de´finissons son tenseur des
corre´lations par Rij(~r − ~r′, t− t′) =
〈
vi(~r, t) vj(~r′, t′)
〉
s
ou` la moyenne est re´alise´e sur les
re´alisations du champ de vitesse. Pour les composantes de Fourier, nous obtenons〈
vˆi(~k, ω)
∗ vˆj(~k′, ω′)
〉
s
= Φij(~k, ω) δ(~k− ~k′) δ(ω − ω′) , (3.55)
ou` Φij est le tenseur spectral du champ de vitesse et ve´rifie
Φij(~k, ω) = (2 pi)
−4
∫∫
Rij(~r, t) e
−i(~k.~r−ω t) d3~r dt. (3.56)
Comme Rij est re´el, nous avons Φij(−~k, −ω) = Φij(~k, ω)∗ et, en raison de la relation 3.55,
Φji(~k, ω) = Φij(~k, ω)
∗. Par ailleurs, comme le champ de vitesse est a` divergence nulle, il
est aise´ de montrer que
kiΦij(~k, ω) = kjΦij(~k, ω) = 0 , (3.57)
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ou` nous sommons sur les indices re´pe´te´s. Il est possible de relier Φ a` l’e´nergie cine´tique
moyenne du fluide. Nous avons
ρ
2
〈
~v 2
〉
s
=
ρ
2
Rii(0,0) =
ρ
2
∫∫
Φii(~k, ω) d
3~k dω
= ρ
∫
E(k, ω) dk dω , (3.58)
ou` E(k, ω) = 1
2
∫
Φii(~k, ω) dSk et l’inte´gration est faite sur la sphe`re de rayon k et les
indices re´pe´te´s sont somme´s. ρE(k, ω) dk dω est l’e´nergie cine´tique des modes de vecteurs
d’onde de norme comprise entre k et k + dk et de pulsation comprise entre ω et ω + dω.
Une autre grandeur que nous utiliserons est relie´e a` l’he´licite´. Notons ~Ω = ∇ × ~v la
vorticite´. Nous avons 〈
~v · ~Ω
〉
s
= iijk
∫∫
Φik(~k, ω) kj d
3~k dω ,
=
∫
F (k,ω) dk dω . (3.59)
ou` ijk est le tenseur de Levy-Civita. De la meˆme fac¸on que nous avons relie´ E(k,ω) a` la
densite´ spectrale d’e´nergie cine´tique, nous de´finissons la densite´ sprectrale d’he´licite´ par
F (k, ω) = i
∫
ijkΦik(~k, ω)kjdSk.
Ces diverses grandeurs introduites, le calcul de l’effet alpha est tre`s similaire a` ce-
lui re´alise´ dans le cas laminaire aux paragraphes pre´ce´dents. Au lieu d’introduire une
moyenne sur une periode spatiale de l’e´coulement, nous introduisons une moyenne sur les
re´alisations de l’e´coulement turbulent. Les deux e´quations 3.34, 3.35 sont alors ve´rifie´es
par ~b la partie fluctuante du champ et
〈
~B
〉
s
le champ moyen qui varie sur des dure´es et
des distances caracte´ristiques grandes devant celles de ~b. Nous nous plac¸ons dans la limite
de faible nombre de Reynolds magne´tique et l’e´quation 3.36 est alors ve´rifie´e par ~b que
nous calculons par transforme´e de Fourier
~ˆb =
i
−i ω + η k2
〈
~B
〉
s
.~k ~ˆv . (3.60)
Nous pouvons alors calculer l’effet alpha dans cette limite et obtenons pour la moyenne
des fluctuations l’expression〈
(~v ×~b)u
〉
s
= i uvl
∫∫
Φvl
kj
−iω + η k2 〈Bj〉s d
~k dω . (3.61)
En remarquant que ~v×~b et i uvlΦvl sont re´els, nous pouvons exprimer le tenseur de l’effet
alpha par
αuj = i η uvl
∫∫
Φvl
k2 kj
ω2 + (η k2)2
d~k dω . (3.62)
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Ce tenseur de´pend de la nature des fluctuations turbulentes. Si celles-ci sont isotropes,
le tenseur est diagonal αij = αδij. Si elles sont aussi invariantes par une syme´trie plane,
comme α est un pseudo-scalaire, il est nul. Enfin, si l’e´coulement est incompressible le
tenseur est syme´trique.
Il est possible de relier la trace du tenseur a` l’he´licite´ de l’e´coulement. Notons α = 1
3
αii,
nous obtenons
α = −η
3
∫
F (k, ω)
k2
ω2 + (η k2)2
dk dω . (3.63)
L’effet alpha est donc l’inte´grale de la densite´ spectrale d’he´licite´ ponde´re´e par k
2
k2+(η k2)2
.
Notons que contrairement a` E, F est de signe inde´termine´. La contribution d’un mode
(~k,ω) a` l’effet alpha est de signe oppose´ a` son he´licite´.
Cet effet, dont l’observation expe´rimentale n’a pas encore e´te´ re´alise´e, est introduit
dans de nombreux mode`les de dynamos ge´ophysiques ou astrophysiques. C’est l’effet alpha
turbulent.
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Deuxie`me partie
Me´canismes de saturation et
e´nergie magne´tique au dessus du
seuil d’instabilite´
91
Dans cette partie nous nous inte´ressons a` la saturation du champ magne´tique cre´e´
par l’instabilite´ dynamo. Il s’agit de re´soudre le proble`me dynamique et donc d’e´tudier la
modification du champ de vitesse cause´e par la force de Laplace.
Dans le premier chapitre nous calculons cet effet perturbativement pre`s du seuil d’in-
stabilite´ dans le cas d’une variante de la dynamo de Ponomarenko ou` le cylindre en
mouvement est constitue´ de me´tal liquide. Nous de´terminons l’e´quation d’amplitude du
mode instable et ses coefficients sont relie´s a` la perturbation du champ de vitesse due
a` la force de Laplace. Dans ce cas le me´canisme de saturation est un freinage du fluide
qui diminue l’induction. L’effet est stabilisant et nous prouvons ainsi que l’instabilite´ est
supercritique. En comple´ment a` ce chapitre nous menons la meˆme e´tude dans le cas ou`
la rotation du cylindre est rapide devant sa translation et obtenons des re´sultats qualita-
tivement similaires. La saturation intervient lorsque la modification du champ de vitesse
est calcule´e en e´quilibrant la force de Laplace avec le terme visqueux. C’est pourquoi
nous appelons loi visqueuse (ou laminaire) cette loi d’e´chelle pour l’e´nergie magne´tique a`
saturation.
Dans le second chapitre nous obtenons l’expression de l’e´nergie magne´tique a` satu-
ration par analyse dimensionnelle. Dans le cas d’une instabilite´ dynamo supercritique,
l’e´nergie magne´tique pre`s du seuil est proportionnelle a` l’e´cart au seuil multiplie´ par une
fonction inconnue du Prandtl magne´tique. La loi d’e´chelle visqueuse correspond au cas
ou` cette fonction est proportionnelle au Prandtl magne´tique. Dans le cas d’un e´coulement
turbulent nous de´terminons une nouvelle loi en conside´rant que l’e´nergie magne´tique doit
eˆtre inde´pendante de la viscosite´. Nous comprenons ensuite ces deux lois en identifiant le
terme de l’e´quation de Navier-Stokes qui de´termine la modification du champ de vitesse
cause´e par la force de Laplace. Nous de´duisons alors une nouvelle loi pour les dynamos dont
l’e´coulement est en rotation rapide et la force de Coriolis importante. Ces lois d’e´chelles
sont compare´es aux diverses mesures existantes. Les dynamos expe´rimentales obe´issent a`
la loi d’e´chelle dite turbulente tandis que la loi d’une dynamo en rotation rapide semble
plus adapte´e au cas des dynamos astrophysiques.
En comple´ment a` cette partie nous pre´sentons le calcul de la saturation du champ
magne´tique cre´e´ par une variante fluide de la dynamo de Bullard. La structure spatiale
du champ magne´tique est simple ce qui rend le calcul tractable sans faire l’hypothe`se que
le syste`me est pre`s du seuil d’instabilite´. Nous montrons que la loi d’e´chelle pour l’e´nergie
magne´tique est la loi laminaire.
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Chapitre 1
Proble`me dynamique pour la
dynamo de Ponomarenko
1.1 De´veloppement perturbatif du proble`me non-li-
ne´aire
Nous allons maintenant nous inte´resser au comportement du champ magne´tique au
dessus du seuil d’instabilite´, c’est-a`-dire pour Rm ≥ Rmc. Quand le mode instable croˆıt,
il exerce une force de Laplace sur le fluide comme le montre l’e´quation de Navier-Stokes
(1.1)
∂~v
∂t
+ (~v.∇)~v = −∇P
ρ
+ ν∇2~v + 1
ρµo
(∇× ~B)× ~B . (1.1)
Cette force va modifier l’e´coulement et donc changer l’induction jusqu’a` aboutir a` une sa-
turation de l’amplitude du champ magne´tique. Notons que, l’e´quation d’induction e´tant
line´aire, c’est uniquement suivant ce processus que peut avoir lieu la saturation. Pour
calculer cet effet nous allons utiliser un de´veloppement perturbatif pre`s du seuil d’instabi-
lite´. Les variables sont adimensionne´es en choisissant R, µoσR
2, (µoσR)
−1, ρ(µoσR)−2 et
ρ1/2µ
−1/2
o (σR)−1 comme unite´s de longueur, temps, vitesse, pression et champ magne´tique.
Les e´quations dont sont solutions le champ de vitesse et le champ magne´tique sont
∇ · ~B = 0 , (1.2)
∂ ~B
∂t
= ∇× (~v × ~B) +∇2 ~B , (1.3)
∇ · ~v = 0 , (1.4)
∂~v
∂t
+ (~v.∇)~v = −∇P˜ + Pm ∇2~v + ( ~B · ∇) ~B , (1.5)
P˜ est la somme de la pression hydrodynamique et de la pression magne´tique (B2/2) qui
vient de l’identite´ (∇× ~B)× ~B = ( ~B ·∇) ~B− ~∇(B2/2). Le nombre de Prandtl magne´tique
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Pm =
ν
η
= µ0σν est le rapport entre la viscosite´ cine´matique et la viscosite´ magne´tique.
Pour un me´tal liquide il est tre`s petit (infe´rieur a` 10−5). Notons qu’il n’apparaˆıt qu’un
nombre sans dimension dans ce syste`me d’e´quations. Ce n’est pas surprenant car les
conditions aux limites a` la paroi s’expriment avec Rm et Rb. Plus pre´cise´ment, a` la paroi
nous avons
vθ(1) =
√
R2m
1 +Rb2
, (1.6)
vz(1) = Rb
√
R2m
1 +Rb2
. (1.7)
Le de´veloppement perturbatif est base´ sur l’e´cart au seuil et nous e´crivons Rm =
Rmc (1 + Λ) ou` Λ est d’ordre un et  est le petit parame`tre du de´veloppement. Les
champs de vitesse et de pression s’e´crivent
P˜ = P˜f + P˜1 + 
2P˜2 + · · · ,
~v = ~vf + ~v1 + 
2~v2 + · · ·
avec
~vf = ~v0 (1 + Λ),
P˜f = P˜0 (1 + Λ).
Les termes indice´s Xf sont des termes proportionnels a` Rm. En effet, dans le cas de
l’e´coulement de Ponomarenko (rotation solide et translation), le champ de vitesse (et
de pression) cre´e´ par la mise en mouvement de la paroi est simplement proportionnel a`
la vitesse de la paroi et donc au Rm. Notons que cela n’est pas vrai si l’e´coulement de
base est plus complexe, notamment s’il est lui meˆme issu d’une bifurcation hydrodyna-
mique (comme par exemple dans le cas des rouleaux cre´e´s par la permie`re bifurcation
de l’e´coulement de Taylor-Couette) mais la me´thode reste similaire. Les autres termes
sont un de´veloppement en puissance de  de la correction en vitesse cre´e´e par la force de
Laplace.
Le champ magne´tique est de´veloppe´ suivant
B =
√
 (B0 + B1 + 
2B2 + · · · )
La de´pendance en
√
 s’introduit naturellement puisque c’est par un terme quadratique en
champ magne´tique que la force de Laplace modifie la vitesse dans (1.5). Nous introduisons
un temps lent T = t qui de´crit la croissance du mode instable.
Il faut alors re´soudre les e´quations ordre par ordre en puissance de . Les e´quations
(1.2) et (1.4) donnent que le champ magne´tique et le champ de vitesse sont a` tout ordre
a` divergence nulle.
Par ailleurs a` l’ordre le plus bas nous obtenons
L ~B0 = 0 , (1.8)
L est l’ope´rateur de´fini par l’e´quation (1.5) page 39, ce qui signifie que
~B0(t,T ) = A(T )× ~Bp(r,θ,z,t) + complexe conjugue´ (1.9)
= A(T )×~bp(r) exp i(mθ + kz + ω0t) + cc (1.10)
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ou` ~Bp est le mode instable du proble`me cine´matique et ~bp sa de´pendance radiale comme
de´fini par l’e´quation (1.7) page 40. En outre, vf est solution de
∂~vf
∂t
+ (~vf .∇)~vf = −∇P˜f + Pm ∇2~vf , (1.11)
c’est-a`-dire solution de l’e´quation de Navier-Stokes. A cet ordre le fluide est en rotation
solide et translation avec une vitesse proportionnelle a` Rm.
A l’ordre suivant nous obtenons
L ~B1 = −∂
~B0
∂T
+ Λ∇× (~v0 × ~B0) +∇× (~v1 × ~B0) (1.12)
∂~v1
∂t
+ (~v0.∇)~v1 + (~v1.∇)~v0 = −∇P˜1 + Pm ∇2~v1 + ( ~B0.∇) ~B0 (1.13)
L’e´quation d’amplitude est obtenue a` partir de l’e´quation (1.12). En effet, l’existence du
de´veloppement implique que le produit scalaire du noyau de l’adjoint de L avec le second
membre de l’e´quation soit nul. Si L† ~C = 0, il vient〈
~C| ~Bp
〉 dA
dT
= Λ
〈
~C|∇ × (~v0 × ~B0)
〉
+
〈
~C|∇ × (~v1 × ~B0)
〉
. (1.14)
Nous obtenons ainsi une e´quation d’amplitude de la forme
dA
dt
= αA+ β|A|2A. (1.15)
Le premier terme du second membre de l’e´quation (1.14) est proportionnel a` A et a`
l’e´cart au seuil: il traduit la croissance exponentielle du mode instable. Nous calculerons
sa valeur a` l’optimum et en annexe dans la limite de petit nombre de Rossby afin de
comparer notre de´veloppement au calcul line´aire de Ponomarenko.
Le second terme est cubique en A. En effet ~B0 est proportionnel a` A. En outre, ~v1 est
quadratique en A puisqu’elle est solution de l’e´quation (1.13). C’est l’e´quation de Navier-
Stokes line´arise´e proche de la vitesse au seuil et force´e par ( ~B0.∇) ~B0.
Le forc¸age est constitue´ de trois termes quadratiques en A et de de´pendance spatio-
temporelle (en θ,z,t):
exp 2i(mθ + kz + ω0t), exp−2i(mθ + kz + ω0t) et inde´pendant de ces trois coordonne´es
(respectivement harmonique deux, harmonique moins deux et fre´quence nulle). Le calcul
de β ne´cessite a` priori la re´ponse en ~v1 due a` chacun de ces termes. Mais il nous faut
finalement calculer le produit scalaire de ∇ × (~v1 × ~B0) avec ~C. Ce dernier terme e´tant
a` fre´quence simple, les seules contributions non nulles a` β viennent de la re´ponse en
vitesse a` fre´quence double et de la re´ponse a` fre´quence nulle. Nous appellerons ces deux
contributions βd et β0. Dans le tableau suivant (figure 1.1), nous indiquons la de´pendance
fre´quencielle des diffe´rents termes et leur contribution au coefficient β.
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Fig. 1.1 – De´pendance fre´quencielle et contribution a` β. Nous avons pose´ f =
(mθ + kz + ω0t)
En utilisant des arguments de syme´trie, nous aurions pu deviner la forme de cette
e´quation d’amplitude. Le proble`me e´tant invariant par rotation autour de l’axe du cy-
lindre, l’e´quation d’amplitude doit l’eˆtre aussi. C’est-a`-dire que si A est solution de (1.15)
alors A exp i(mθo) doit eˆtre solution quelque soit θo. Ceci prohibe de nombreux termes: A¯
pour les termes line´aires, A2, AA¯, A¯2 pour les termes quadratiques, A3, AA¯2 et A¯3 pour
les termes cubiques. A l’ordre auquel nous nous limitons, ne sont finalement permis que
les deux termes que nous conside´rons. L’inte´reˆt de notre calcul est de comprendre quel est
le sens physique de chaque terme et de calculer nume´riquement la valeur des coefficients
afin de connaˆıtre l’amplitude des diffe´rents champs a` saturation. C’est ce a` quoi nous
allons nous atteler maintenant.
1.2 Calcul du taux de croissance cine´matique
La premie`re e´tape consiste a` calculer le coefficient α comme il est introduit dans
l’e´quation (1.14). En utilisant la de´finition de ~bp (e´quation 1.7 page 40), nous arrivons a`
α = −Rm − Rmc
Rmc
i〈 ~C|µ| ~B0〉+R2ω~cθ ∗(1)~bpr(1)〈
~C| ~B0
〉 . (1.16)
Dans le cas de l’optimum nous obtenons
α = (0.0268 + 0.00176 i)(Rm −Rmc),
ce qui est en tre`s bon accord avec l’analyse line´aire de Ponomarenko (voir page 38). Ceci
est une ve´rification de la formulation de notre de´veloppement perturbatif a` l’aide des
ope´rateurs L et L†. Notons que seul le dernier terme du second membre (R2ω~cθ ∗(1)~bpr(1))
contribue a` la partie re´elle de α. Nous retrouvons ainsi que l’effet ome´ga est a` la source
de l’instabilite´ et qu’il est localise´ a` la paroi.
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Il nous faut maintenant calculer le coefficient suivant de l’e´quation d’amplitude (β) et
pour ce faire les re´ponses en vitesse.
1.3 Calcul de β0: re´ponse a` fre´quence nulle
Nous souhaitons re´soudre l’e´quation (1.13) lorsque le forc¸age est a` fre´quence nulle,
c’est-a`-dire ne de´pend pas de θ, z et t. Dans ce cas la vitesse et la pression n’en de´pendent
pas non plus et de´pendent uniquement de r. Par ailleurs le forc¸age est proportionnel a`
|A|2 et il en va de meˆme pour ~v1 dont nous notons vr, vθ et vz les composantes calcule´es
pour |A|2 = 1.
Puisque ~v1 est a` divergence nulle, nous avons
1
r
d(rvr(r))
dr
= 0 , (1.17)
et comme ~v1(1) = 0 par condition de non-glissement a` la paroi, il vient vr = 0.
En calculant les autres termes de l’e´quation, il apparaˆıt que la pression et les compo-
santes de la vitesse suivant θ et z sont de´couple´es. Ces deux dernie`res sont solutions des
deux e´quations diffe´rentielles du second ordre, line´aires et de´couple´es
Pm (v
′′
θ +
v′θ
r
− vθ
r2
) = −2Re(b
∗
pr
r
d(rbpθ)
dr
+ ik b∗pzbpθ) (1.18)
Pm (v
′′
z +
v′z
r
) = −2Re( im
r
b∗pθbpz + b
∗
r
dbpz
dr
) (1.19)
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Fig. 1.2 – Forc¸age a` fre´quence nulle a` l’optimum.
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De fac¸on e´vidente ~v1 et donc β0 sont inversement proportionnels a` Pm. Nous faisons le
calcul pour Pm = 1. Les conditions aux limites en r = 1 sont la nullite´ de la perturbation
en vitesse a` la paroi donc vz(1) = vθ(1) = 0. Sur l’axe du cylindre nous avons vθ(0) = 0
et v′z(0) = 0. Ces conditions s’obtiennent par exemple a` partir des e´quations (1.18,1.19)
en en prenant la limite quand r tend vers 0. Elles correspondent physiquement a` la non
singularite´ du champ de vitesse au centre. En effet, une vitesse orthoradiale non nulle au
centre cre´erait une rotation diffe´rentielle infinie tandis que si la de´rive´e de la vitesse axiale
e´tait non nulle, le champ de vitesse y formerait un pic.
Nous obtenons une expression explicite de la solution. Nous notons Fθ (resp. Fz) le forc¸age
sur θ (resp. z) qui est le second membre de l’e´quation (1.18) (resp. 1.19).
Si l(r) =
∫ r
1
x(
∫ x
0
Fθ(u)du)dx et k(r) =
∫ r
0
uFz(u)du, il vient
vθ(r) =
1
r
(l(r) + l(0)(r2 − 1)) , (1.20)
vz(r) =
∫ r
1
k(x)
x
dx . (1.21)
Nous avons trace´ les composantes du forc¸age en figure (1.2) et en figure (1.3) la per-
turbation de vitesse a` l’optimum pour Pm = 1 et |A|2 = 1.
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Fig. 1.3 – Perturbation en vitesse a` fre´quence nulle pour Pm = 1 et |A|2 = 1.
Nous en de´duisons
β0 =
−0.0135− i 0.0061
Pm
. (1.22)
Physiquement la force de Laplace se manifeste en freinant globalement le fluide, diminuant
ainsi l’induction jusqu’a` atteindre la saturation. C’est le me´canisme de saturation le plus
simple qui puisse eˆtre imagine´: le champ magne´tique cre´e´ joue un roˆle de mode´ration du
terme d’induction qui le fait croˆıtre.
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1.4 Calcul de βd: re´ponse a` fre´quence double
Le calcul de la re´ponse a` fre´quence double est plus complique´ car les composantes
de ~v1 et la pression ont une de´pendance en exp 2i(mθ + kz + ω0t). Ces fonctions sont
proportionnelles a` A2 et nous notons vr, vθ, vz et P leurs valeurs pour A
2 = 1.
A partir de l’e´quation (1.13), nous obtenons l’e´quation ve´rifie´e par la re´ponse a` fre´quence
double (1.23). La projection sur la base orthoradiale donne trois e´quations scalaires. Une
quatrie`me est obtenue en en prenant la divergence (1.24).
2iω0v1 + (v0.∇)v1 + (v1.∇)v0 = −∇P˜1 + Pm ∇2v1 + (B0.∇)B0 (1.23)
∆P˜1 − 2ω(v1θ
r
+ v′1θ) + 4imω
v1r
r
−∇ · ((B0.∇)B0) = 0 (1.24)
Les conditions aux limites en r = 1 sont la nullite´ de la perturbation en vitesse a` la
paroi soit vz(1) = vθ(1) = vr(1) = 0. La condition de divergence nulle s’e´crit
1
r
d(rvr)
dr
+
2imvθ
r
+ 2ikvz = 0. Nous en de´duisons donc une autre condition: v
′
r(1) = 0.
Les conditions au centre du cylindre s’obtiennent a` partir des e´quations (1.23,1.24) en
les multipliant par r2 (puis r) et en en prenant la limite en 0. Nous obtenons les meˆmes
conditions qu’a` fre´quence nulle pour la vitesse, c’est-a`-dire vθ(0) = v
′
z(0) = 0. Pour la
pression il vient P (0) = P ′(0) = 0.
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Fig. 1.4 – Module de la force a` fre´quence double.
Il n’est pas possible de trouver une expression analytique simple de la solution a` ce
proble`me. Ne´anmoins nous avons pu calculer nume´riquement cette solution. A l’aide du
logiciel “Mathematica”, nous avons imple´mente´ une me´thode du tir. Nous de´finissons une
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fonction dont les variables sont les valeurs de P (1), P ′(1), v′θ(1) et v
′
z(1) et qui leur associe
les valeurs de P (0), P ′(0), vθ(0) et v′z(0) calcule´es pour la solution du syste`me d’e´quations
(1.23, 1.24) ve´rifiant les huit conditions aux limites a` la paroi (les quatre obtenues par
la condition de non-glissement et celles donne´es par les variables). Il s’agit ensuite de
trouver le ze´ro de cette fonction. La solution est celle qui ve´rifie ces huit conditions a`
la paroi. Nous sommes limite´s a` des valeurs de Pm de l’ordre de 0.01 pour e´viter toute
instabilite´ nume´rique du programme de re´solution. Nous trac¸ons le forc¸age en figure (1.4)
et la solution en vitesse obtenue pour Pm = 1 en figure (1.5). Nous trac¸ons ensuite les
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Fig. 1.5 – Valeur absolue de la perturbation en vitesse et en pression a` fre´quence
double pour Pm = 1.
valeurs de βd en fonction de Pm (figure 1.6). Pour des valeurs de Pm pas trop faibles, la
partie re´elle de βd est positive. En effet, en raison de la de´pendance oscillatoire en z, t et θ,
la perturbation en vitesse du fluide est localement positive, c’est-a`-dire que la re´ponse a`
fre´quence double correspond par moment a` une acce´le´ration locale du fluide et donc une
augmentation de l’induction. Ce me´canisme explique ainsi la tendance a` la sous-criticalite´
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que pre´sente la re´ponse a` fre´quence double pour certaines valeurs de Pm (Re(β0) ≥ 0).
Quoi qu’il en soit, notons que meˆme pour des valeurs e´leve´es de Pm la somme βd + β0 a
une partie re´elle ne´gative.
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Fig. 1.6 – Coefficient βd en fonction de Pm.
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Fig. 1.7 – Produit Pm βd en fonction de Pm.
Meˆme si le calcul n’est pas possible pour des valeurs de Pm correspondant a` celles
des me´taux liquides, il est clair que la solution et donc βd ne sont pas inversement pro-
portionnels a` Pm. Nous avons trace´ en figure (1.7) la valeur du produit Pmβd pour des
petites valeurs de Pm. Comme ce produit tend vers 0, la valeur du coefficient β0 lui est
largement supe´rieure. Physiquement, le me´canisme de saturation vient donc de la re´ponse
a` fre´quence nulle. Nous quantifions ainsi une proprie´te´ e´nonce´e par Bassom et Gilbert [31]
pour les e´coulements he´lico¨ıdaux.
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1.5 E´quation d’amplitude et re´gime sature´
Puisque dans la limite de Pm  1, β ' β0, nous avons l’e´quation d’amplitude
dA
dt
= αA+ β|A|2A , (1.25)
α = (0.0268 + 0.00175 i)(Rm − Rmc) , (1.26)
β =
−0.0135− 0.0061 i
Pm
. (1.27)
Comme Re(β0) est ne´gatif, cette instabilite´ est supercritique. En d’autres termes, les
effets non-line´aires sont stabilisateurs, le diagramme de bifurcation est continu (voir figure
1.8) et il n’y a pas d’hyste´re´sis.
RmRmc
IAI
A=0, solution instable
Fig. 1.8 – Diagramme de bifurcation pour l’amplitude du mode instable pour une
instabilite´ dynamo supercritique.
Le champ a` saturation est calcule´ a` partir de l’e´quation (1.10).
Avec |A|2 = −Re(α)
Re(β)
= 1.98Pm (Rm−Rmc), il vient en utilisant a` nouveau les unite´s MKSA
~Bsat = A
η
√
ρµo
R
~Bp + cc = 2.82
√
ρν
σR2
√
Rm − RmcRe( ~Bp). (1.28)
La perturbation en vitesse est
~v1sat =
1.98
µoσR
(Rm −Rmc)~v1 , (1.29)
ou` ~v1 est la perturbation en vitesse a` fre´quence nulle calcule´e pour Pm = 1 et |A|2 = 1 et
trace´e en figure (1.3). Plus le fluide est visqueux plus le champ magne´tique sature a` une
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amplitude e´leve´e car la force de Laplace modifie moins l’e´coulement. En ce qui concerne
la vitesse, si la viscosite´ cine´matique augmente, le fluide a moins tendance a` eˆtre freine´
par la force de Laplace mais celle-ci sature a` une valeur plus e´leve´e et au bilan la viscosite´
cine´matique n’intervient pas dans le champ de vitesse a` saturation.
Nous obtenons pour l’e´nergie magne´tique par unite´ de volume la loi
B2
µ0
∝ ρν
µ0σR2
(Rm −Rmc) . (1.30)
Nous verrons (chapitre suivant) que c’est la forme ge´ne´rale de l’e´nergie magne´tique d’une
dynamo sature´e par viscosite´.
Pre`s du seuil, il n’est e´videmment pas pertinent de s’inte´resser a` une e´ventuelle
e´quipartition des e´nergies puisque l’e´nergie magne´tique tend vers ze´ro au seuil contraire-
ment a` l’e´nergie cine´tique qui reste finie (proportionnelle a` R2m).
Il est plus inte´ressant de comparer les deux sources de dissipation d’e´nergie: effet Joule
et viscosite´. Le syste`me que nous conside´rons est le liquide en mouvement et le champ
magne´tique qu’il cre´e. Le bilan d’e´nergie cine´tique s’e´crit [48]
dEcin
dt
=
d
dt
∫
fluide
ρ~v2
2
dV (1.31)
=
∫
paroi
(~v.
~~σ′)d~S −
∫
fluide
∑
i,k
σ′i,k
∂vi
∂xk
dV +
∫
fluide
~v.(
(∇× ~B)× ~B
µo
)dV
(1.32)
ou` σ′i,k est le tenseur visqueux des contraintes qui vaut pour un fluide incompressible
σ′i,k = ρν(
∂vi
∂xk
+
∂vk
∂xi
). (1.33)
Le bilan pour l’e´nergie magne´tique s’e´crit
dEmag
dt
=
d
dt
∫
espace
~B2
2µo
dV (1.34)
=
∫
espace
~B.(∇× (~v × ~B))
µo
dV +
η
µo
∫
espace
~B.∇2 ~BdV . (1.35)
Nous sommons alors les deux e´quations (1.32,1.35) et utilisons l’identite´∫
~v.((∇× ~B)× ~B)dV = −
∫
~B.(∇× (~v × ~B))dV (1.36)
ou` le domaine d’inte´gration est au choix le volume du fluide ou l’espace tout entier puisque
la vitesse ~v est nulle hors du fluide. Cette identite´ traduit le couplage entre l’e´nergie
cine´tique et l’e´nergie magne´tique, plus pre´cise´ment la puissance perdue a` travailler contre
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les forces de Laplace se retrouve dans la puissance de la force e´lectromotrice. Enfin en
utilisant l’e´galite´ vectorielle
~B.∇2 ~B = ∇ · ( ~B × (∇× ~B))− (∇× ~B)2 , (1.37)
nous pouvons e´crire le bilan d’e´nergie sous la forme
dE
dt
=
d(Ecin + Emag)
dt
(1.38)
=
∫
parois
(~v.
~~σ′)d~S − ρν
2
∫
fluide
∑
i,k
(
∂vi
∂xk
+
∂vk
∂xi
)2dV −
∫
espace
j2
σ
dV (1.39)
= Pparois − Pν − Pj (1.40)
ou` ~ = ∇× ~B
µo
est la densite´ de courant. L’e´nergie E est injecte´e au niveau des parois avec
une puissance Pparois et est dissipe´e par viscosite´ (avec une puissance Pν) et par effet Joule
(avec une puissance Pj).
Dans le cas de l’e´coulement de Ponomarenko, la dissipation par effet Joule est
Pj ∝
∫
j2dV ∝
∫
(∇×B)2dV ∝ (Rm −Rmc) . (1.41)
La puissance dissipe´e par viscosite´ est
Pν ∝
∫ ∑
i,k(σ
′
i,k)
2dV
ou`
~~σ′, le tenseur visqueux des contraintes, est line´aire en vitesse (e´quation 1.33). Pour la
dynamo de Ponomarenko nous avons ~v = ~vf + ~v1sat. Or l’e´coulement ~vf (rotation solide
et translation) est non dissipatif (σ′(~vf) = 0), nous obtenons donc
Pν ∝
∫
(σ′(~v1sat))2dV ∝ (Rm − Rmc)2.
Ainsi dans le cas particulier de la dynamo de Ponomarenko et pre`s du seuil d’instabilite´, la
puissance dissipe´e par effet Joule est un ordre de grandeur plus importante que la puissance
dissipe´e par viscosite´ (voir figure 1.9). Notons que cette proprie´te´ est lie´e au caracte`re non
dissipatif de l’e´coulement de base. Il reste tre`s inte´ressant d’e´valuer les puissances dissipe´es
pour d’autres e´coulements donnant la dynamo afin de voir comment s’y dissipe l’e´nergie
et comment cela influe sur l’amplitude a` saturation du champ magne´tique.
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Fig. 1.9 – Bilan des puissances injecte´es et dissipe´es dans la dynamo de Ponoma-
renko pre`s du seuil d’instabilite´.
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1.A. DYNAMO DE PONOMARENKO DANS LA LIMITE DE FORTE ROTATION107
Comple´ments
1.A Dynamo de Ponomarenko dans la limite de forte
rotation
1.A.1 Calcul du taux de croissance
Dans la limite de faible nombre de Rossby, nous utilisons les formes asymptotiques
des champs (e´quations 1.24 et 1.25 page 46). Nous obtenons une formule analytique
α =
eipi/3Rb
3
√
2
(Rm −Rmc) . (1.42)
Nous avons compare´ en figure (1.10) les valeurs de α
Rm−Rmc calcule´es nume´riquement
en suivant l’analyse line´aire de Ponomarenko et celles donne´es par notre calcul.
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Fig. 1.10 – Taux de croissance divise´ par l’e´cart au seuil: re´solution nume´rique du
crite`re de Ponomarenko (×), expression analytique (−) (1.42)
Comme dans le cas de l’optimum, l’accord entre la re´solution nume´rique et notre
calcul est tre`s bon dans la limite de petit Rb, ce qui justifie les diffe´rentes e´tapes du
de´veloppement.
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1.A.2 Saturation: calcul du coefficient β
L’e´tape suivante consiste a` calculer la perturbation en vitesse a` l’aide des e´quations
(1.20,1.21). Nous nous sommes limite´s a` la re´ponse a` fre´quence nulle. En figure (1.11), nous
avons trace´ les composantes du forc¸age et en figure (1.12) nous avons trace´ la perturbation
en vitesse pour Rb = .1 et Pm = 1.
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Fig. 1.11 – Forc¸age suivant θ et z pour Rb = .1.
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Fig. 1.12 – Perturbation de vitesse pour Rb = 0.1, Pm = 1 et |A|2 = 1. En pointille´
la vitesse axiale, en trait continu la vitesse azimutale.
L’effet de la force de Laplace est de freiner le fluide. Cela se produit de fac¸on pre´ponde´-
rante au niveau de la paroi, la` ou` le champ donc la force est le plus intense. Nous pouvons
remarquer que la perturbation suivant θ et la perturbation suivant z, bien que d’ampli-
tudes diffe´rentes, ont des contributions du meˆme ordre pour le calcul de β. En d’autres
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termes le me´canisme de saturation provient d’une diminution des deux composantes de
la vitesse, et pas seulement de la vitesse la plus e´leve´e.
Nous trouvons le meˆme comportement en faisant varier Rb et calculons le coefficient
β que nous avons trace´ en figure (1.13). Il est proportionnel a` Rb4.
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Fig. 1.13 – Coefficient β pour Pm = 1 en fonction de Rb
−1
Notons que le comportement pour Rb−1 tendant vers ze´ro n’a pas de sens physique
puisque les de´veloppements asymptotiques des champs ne sont alors plus justifie´s.
1.A.3 Champs a` saturation
Globalement nous retrouvons les meˆmes re´sultats qu’a` l’optimum. Comme la partie
re´elle de β est ne´gative, l’instabilite´ est supercritique. Physiquement le champ magne´tique
freine le fluide et diminue l’induction. La` encore, puisque l’e´coulement de base est non
dissipatif, la dissipation visqueuse est un ordre de grandeur plus faible que la dissipation
Joule quand nous nous approchons du seuil.
Nous pouvons aussi calculer l’e´nergie magne´tique a` saturation
B2 ∝ 1
R2Rb3
ρν
σ
(Rm − Rmc) . (1.43)
Comme a` l’optimum, nous retrouvons la loi d’e´chelle en e´nergie d’une dynamo sature´e
par viscosite´. Une lecture na¨ıve de cette formule laisse croire que l’e´nergie est d’autant
plus grande que le nombre de Rossby est faible. Mais il faut prendre en compte que le
seuil Rmc diverge lui aussi en Rb
−3 et devient d’autant plus difficile a` atteindre. A Rm fixe´
et dans la limite de petit Rb, l’amplitude est une fonction croissante de Rb. Pour obtenir
le champ le plus intense, il vaut mieux eˆtre a` des vitesses de translation et de rotation du
meˆme ordre de grandeur plutoˆt qu’a` tre`s forte rotation.
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Chapitre 2
Lois d’e´chelle pour l’e´nergie
magne´tique au dessus du seuil
2.1 E´tude par analyse dimensionnelle
Le calcul du chapitre pre´ce´dent nous a permis d’expliciter comment s’exprime l’ampli-
tude du champ magne´tique dans le cas particulier de la dynamo de Ponomarenko pre`s du
seuil d’instabilite´. L’objectif de ce chapitre est de ge´ne´raliser ce raisonnement afin d’ob-
tenir la de´pendance de l’e´nergie en fonction des parame`tres du proble`me pour n’importe
quel e´coulement ge´ne´rateur de champ magne´tique. Bien suˆr le calcul exact des coefficients
n’est pas possible, aussi allons nous nous contenter d’ordres de grandeur.
Nous commenc¸ons par pre´senter l’analyse dimensionnelle du proble`me de saturation.
Soit un fluide conducteur de re´sistivite´ σ, de viscosite´ cine´matique ν, de perme´abilite´
magne´tique µo et de densite´ ρ mis en mouvement avec une vitesse caracte´ristique v dans
un volume de taille L. Quelle est l’amplitude du champ magne´tique a` saturation B au-
dessus du seuil d’instabilite´?
Ce proble`me est de´crit par sept grandeurs physiques qui s’expriment a` l’aide de quatre
dimensions inde´pendantes. D’apre`s le the´ore`me Pi [47], il existe une relation entre trois
nombres sans dimensions, disons le nombre de Reynolds magne´tique Rm = µoσvL, le
Prandtl magne´tique Pm = µoσν et
B2µo(σL)2
ρ
. Ce dernier nombre est le rapport entre
l’e´nergie magne´tique et une e´nergie construite a` partir de ρ, σ, L et µo. C’est le carre´ du
nombre de Lundquist. Nous pouvons donc e´crire
B2µ0(σL)
2
ρ
= Φ(Pm, Rm) . (2.1)
La connaissance de cette fonction Φ est la re´ponse au proble`me de l’amplitude du champ
a` saturation. C’est e´videmment un proble`me trop complexe pour eˆtre re´solu pour toutes
les valeurs de Rm et Pm. Ne´anmoins nous connaissons la forme de cette fonction pour
certaines valeurs des parame`tres.
En effet, le phe´nome`ne physique est une bifurcation de la solution B = 0 pour Rm =
Rmc. Il vient trivialement que Φ(Pm, Rm) = 0 pour Rm ≤ Rmc. Mais ce n’est pas tout. Si
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nous supposons que la bifurcation est supercritique, la de´pendance de B en fonction de
Rm est connue pre`s du seuil. En effet, B est alors proportionnel a`
√
Rm − Rmc. Nous en
de´duisons que, pre`s du seuil, Φ(Pm, Rm) = ψ(Pm)(Rm − Rmc). Dans cette limite il nous
suffit de´sormais de calculer la fonction ψ(Pm).
C’est ce que nous avons fait dans le cas particulier de la dynamo de Ponomarenko
pour laquelle nous avons montre´ que ψ(Pm) ∝ Pm et obtenu la loi d’e´chelle
B2lam '
ρν
σL2
(Rm − Rmc) . (2.2)
C’est la loi d’e´chelle en e´nergie pour une dynamo sature´e par viscosite´ (nous dirons aussi
sature´e laminairement) pre`s du seuil d’instabilite´. En effet, le calcul a e´te´ mene´ pour un
e´coulement laminaire et nous avons vu (e´quations 1.18, 1.19) qu’il correspond au cas ou`
la perturbation en vitesse compense la force de Lorentz par un terme de viscosite´.
Dans la limite de tre`s faible Pm, il est possible de poursuivre l’analyse dimensionnelle.
Dans ce cas, Re = Rm P
−1
m est tre`s grand puisque Rm est plus grand que Rmc qui vaut
typiquement quelques dizaines dans les cas connus. Ainsi l’e´coulement de base est tre`s
fortement turbulent bien avant le seuil d’instabilite´ Rmc et un calcul laminaire comme
dans le cas de la dynamo de Ponomarenko n’est pas possible. Le me´canisme de transfert
d’impulsion n’est plus la viscosite´ mais les termes d’advection dans l’e´quation de Navier-
Stokes; la viscosite´ cine´matique n’est alors plus un parame`tre pertinent du proble`me. Nous
en de´duisons donc que pour Pm tre`s petit, ψ(Pm =
ν
η
) doit eˆtre inde´pendant de ν donc
constant. La loi d’e´chelle d’une dynamo sature´e par les termes inertiels (nous dirons aussi
sature´e turbulente) pre`s du seuil est alors
B2turb '
ρ
µ0(σL)2
(Rm − Rmc) . (2.3)
Notons que dans ces deux cas, bien que σ et L apparaissent au de´nominateur, le champ
a` saturation n’est pas d’autant plus fort que ces parame`tres sont petits car il est alors
plus dur de franchir le seuil Rmc.
Par ailleurs ces deux lois diffe`rent d’un facteur Pm et nous avons
B2
lam
B2
turb
∝ Pm. Pour
les me´taux liquides connus (Pm ≤ 10−5), les ordres de grandeur des champs magne´tiques
cre´e´s sont donc nettement diffe´rents suivant le me´canisme de saturation envisage´.
2.2 Interpre´tation physique des lois d’e´chelles
Il est possible de comprendre ces lois d’e´chelles a` partir des e´quations d’induction et
de Navier-Stokes.
Au seuil la vitesse caracte´ristique est vc telle que Rmc = µ0σvcL. Le´ge`rement au dessus
du seuil, la vitesse est vf avec Rm = µ0σvfL.
La croissance cine´matique vient de l’e´cart au seuil que nous e´crivons formellement
∇× ((vf −vc)×B). La saturation ne pouvant avoir lieu que par la modification de vitesse
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v1, elle intervient quand la modification de l’induction due a` la perturbation de vitesse
e´quilibre la croissance cine´matique. Ce qui correspond a` l’e´quilibre
∇× ((vf − vc)× B) ' ∇× (v1 × B), (2.4)
soit en ordre de grandeur
v1 ' vf − vc ' Rm −Rmc
µ0σL
. (2.5)
Il reste alors a` calculer v1.
Le re´gime de saturation laminaire survient quand la modification en vitesse e´quilibre
la force de Lorentz par un terme visqueux, soit pour
ν∇2v1 ' (∇× B)× B
ρµ0
, (2.6)
ou encore
ν
v1
L2
' B
2
ρµ0L
. (2.7)
Avec l’e´quation (2.5), la loi d’e´chelle (2.2) s’en de´duit a` nouveau.
Nous avons parle´ de saturation turbulente quand la modification en vitesse n’e´quilibre
pas le force de Lorentz par un terme visqueux mais par un terme d’advection. En se
rappelant que la modification en vitesse est petite par rapport a` l’e´coulement de base, la
line´arisation des termes d’advection donne pour la saturation
(vc.∇)v1 ' (∇×B)× B
ρµ0
, (2.8)
soit
vcv1
L
' B
2
ρµ0L
. (2.9)
Comme Rmc = µ0σvcL est une constante sans dimension, il vient la loi d’e´chelle de la
dynamo sature´e turbulente (2.3).
Il est possible d’obtenir d’autres lois d’e´chelles. Pour les e´coulements en rotation a` la
vitesse angulaire Ω, l’analyse dimensionnelle se complique encore avec l’apparition d’un
nouveau nombre sans dimension, par exemple le nombre de Rossby Rb = v
LΩ
. Dans la
limite de forte rotation, nous pouvons supposer que c’est par la force de Coriolis que la
modification en vitesse va compenser la force de Lorentz. Il vient
Ω× v1 ' (∇×B)×B
ρµ0
, (2.10)
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soit
Ω v1 ' B
2
ρµ0L
. (2.11)
La loi d’e´chelle en e´nergie pour une dynamo sature´e par la force de Coriolis (nous dirons
aussi sature´e dans la limite de forte rotation) prend dans ce cas la forme
B2rot '
ρΩ
σ
(Rm −Rmc) . (2.12)
Notons qu’en introduisant d’autres phe´nome`nes physiques (par exemple la convection
thermique), nous pouvons envisager d’autres lois d’e´chelles si ces phe´nome`nes entrent en
jeu dans le me´canisme de saturation.
Ces lois pour l’e´nergie magne´tique sont tre`s diffe´rentes des lois qui sont construites
sur des hypothe`ses d’e´quipartition (B
2
µ0
= ρv2). Pre`s du seuil, celles-ci sont e´videmment
inadapte´es puisque la saturation a lieu pour une e´nergie magne´tique tendant vers ze´ro au
seuil alors que l’e´nergie cine´tique est non nulle. Une autre conse´quence de cette hypothe`se
est que la force de Lorentz est tre`s faible compare´e aux autres termes de l’e´quation de
Navier-Stokes. La dynamique de l’e´coulement ne sera donc que tre`s faiblement influence´e
par la pre´sence du champ magne´tique ce qui rend peu probable certains scenarii de dy-
namique du champ (par exemple l’existence de bifurcations de l’e´coulement cause´es par
le champ magne´tique).
2.3 Ordres de grandeur et applications
Ces raisonnements sont base´s sur l’hypothe`se tre`s forte que la dynamo est e´tudie´e pre`s
du seuil d’instabilite´. Ne´anmoins les dynamos existantes en laboratoire fonctionnent dans
ce re´gime. En effet, pour un e´coulement turbulent, la puissance me´canique injecte´e pour
maintenir l’e´coulement est, en ordre de grandeur, P ∝ ρ v3 L2. A puissance me´canique
fixe´e, le nombre de Reynolds magne´tique qu’il est possible d’atteindre est [54]
Rm = µ0σ(
PL
ρ
)1/3. (2.13)
Ainsi pour multiplier Rm par 2, il faut multiplier par 8 la puissance injecte´e. Il est clair que
cela est tre`s contraignant pour les syste`mes expe´rimentaux et que ceux-ci seront toujours
dans des re´gimes proches du seuil. Il est possible aussi que certaines dynamos d’objets
astrophysiques se trouvent pre`s du seuil, c’est ce qui peut eˆtre envisage´ pour la Terre. Il
est ainsi pertinent de comparer nos lois d’e´chelles avec les mesures.
A ce jour deux e´quipes ont re´ussi a` mettre en e´vidence l’effet dynamo, une e´quipe a`
Riga [52, 53] et une e´quipe a` Karlsruhe [51]. Les deux observent des champs d’amplitude
10 − 100G pour des expe´riences utilisant des e´coulements de taille L ' 0.1m avec du
sodium liquide pour lequel ρ ' 103 kg.m−3, µ0σ ' 10 s.m−2, ν = 10−6m2.s−1. Dans le
meilleur des cas, Rm est de l’ordre de 10% au dessus du seuil.
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La calcul du champ pour une dynamo sature´e laminairement (2.2) donne, pour ces
valeurs des parame`tres, Blam ' 0.1G. Mais il est clair que ce calcul n’est pas pertinent car
ces e´coulements sont turbulents (Re ≥ 106). La loi d’e´chelle correspondante (2.3) donne
Bturb ' 10G. Ce re´sultat est en bon accord avec les expe´riences. Remarquons que les
dynamos expe´rimentales pre´sentent une proprie´te´ assez inte´ressante. Elles franchissent le
seuil pour des valeurs de Rmc assez proches de celles calcule´es pour l’e´coulement laminaire
obtenu en prenant la moyenne temporelle de l’e´coulement re´el, fortement turbulent. En
effet toutes les e´tudes pre´disant la valeur des seuils sont base´es sur des simulations du
proble`me cine´matique laminaire et sont en assez bon accord avec les valeurs mesure´es
[51, 52]. Au contraire le champ magne´tique sature a` des amplitudes de´termine´es par le
caracte`re turbulent de l’e´coulement puisque ce sont les termes inertiels qui entrent en jeu.
Dans le cas de la dynamo terrestre, les parame`tres physiques du liquide en mouvement
sont tre`s mal connus. Nous choisissons une taille caracte´ristique e´gale a` une fraction du
rayon du globe terrestre L ' 106m. En premie`re approximation nous conside´rons que le
liquide est constitue´ de fer pour lequel ρ ' 104 kg.m−3, µ0σ ' 0.5 s.m−2, ν ' 10−6m2.s−1.
Les deux lois pre´ce´dentes donnent Blam ' 10−6G et Bturb ' 10−3G. Ce sont des valeurs
nettement infe´rieures a` celle du champ terrestre qui en surface vaut de l’ordre de 1G.
En appliquant la loi concernant la dynamo en rotation rapide, nous trouvons Brot '
10
√
Rm −RmcG. Contrairement aux valeurs pre´dites par les lois d’e´chelles laminaires
et turbulentes, ce re´sultat est cohe´rent avec les valeurs mesure´es si nous admettons que
Rm − Rmc n’est pas trop grand et en gardant en me´moire que la valeur du champ en
surface est a priori plus faible que celle dans le coeur.
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E´tude d’une variante fluide de la
dynamo de Bullard
Description et proble`me cine´matique
La dynamo de Bullard [34] est l’exemple le plus simple de syste`me qui puisse cre´er
du champ magne´tique par effet dynamo. Elle est constitue´e d’un cylindre me´tallique qui
est mis en rotation suivant son axe (voir figure II.1). La partie externe du cylindre est
en contact e´lectrique tournant avec un circuit fixe qui de´crit un sole´no¨ıde dont l’autre
extre´mite´ est en contact avec l’axe du cylindre.
C’est une dynamo inhomoge`ne en ce sens qu’une fluctuation de courant ayant lieu dans
le cylindre va ensuite circuler dans le sole´no¨ıde exte´rieur. De cette fluctuation de courant
naˆıt alors une fluctuation de champ magne´tique. Comme le cylindre me´tallique est en
mouvement dans ce champ, une force e´lectromotrice (f.e.m.) apparaˆıt par induction. Si le
sens du bobinage et celui de rotation du cylindre sont adapte´s et si la vitesse de rotation
est assez forte, cette f.e.m. peut faire croˆıtre la fluctuation de courant donc le champ. Le
me´canisme d’instabilite´ est donc tre`s simple, notamment car la ge´ne´ration du champ a
lieu dans la bobine, ce qui contraint sa ge´ome´trie.
Nous allons re´soudre le proble`me cine´matique en raisonnant sur le courant e´lectrique
i qui parcourt la bobine et cre´e un champ magne´tique ~B suppose´ uniforme au niveau du
cylindre. Nous utilisons les coordonne´es cylindriques. Nous avons les re´sultats classiques
de magne´tostatique
~B = µ0 n i ~uz , (II.14)
L = µ0 nN s , (II.15)
ou` L est le coefficient d’inductance de la bobine, s la section d’une spire, N le nombre
de spires et n le nombre de spires par unite´ de longueur. ~uz est le vecteur directeur du
champ, c’est celui de la normale aux spires oriente´e par le sens correspondant a` i positif.
Le circuit e´lectrique e´quivalent a` cette dynamo est dessine´ en figure (II.2). R est la
re´sistance e´quivalente a` l’ensemble des e´le´ments re´sistifs du circuit (sole´no¨ıde, cylindre
me´tallique, contacts tournants). La f.e.m., note´e e, est cre´e´e au niveau du cylindre en
rotation dans le champ magne´tique ~B. Nous reconnaissons l’expe´rience dite de la roue de
118 COMPLE´MENTS
cylindre métallique
en rotation
Fig. II.1 – Sche´ma de principe de la dynamo de Bullard et trajet suivi par les
courants e´lectriques i.
Barlow (aussi appele´e disque de Faraday [35]). Il vient pour la f.e.m.
e =
a2 ~Ω. ~B
2
, (II.16)
ou` a est le rayon du cylindre et ~Ω le vecteur vitesse angulaire de rotation. Notons que le
signe de e est celui de ~Ω.~uz.
L’e´quation e´lectrique est alors
induction dans la bobine + dissipation = f.e.m. , (II.17)
COMPLE´MENTS 119
i
du cylindre
en rotation
L
de la bobine
des e´le´ments
R
re´sistifs du circuit
e
Fig. II.2 – Circuit e´lectrique e´quivalent a` la dynamo de Bullard.
que nous re´e´crivons
L
d i
dt
= e− Ri (II.18)
=
(
µ0na
2Ω
2
−R
)
i . (II.19)
Si e est positif, c’est-a`-dire si ~Ω.~uz l’est, la solution i = 0 peut eˆtre instable. En effet,
quand le cylindre est immobile, une fluctuation de courant de´croˆıt avec un temps cara-
cte´ristique τ = L
R
. Quand Ω augmente, ce temps croˆıt en (b − cΩ)−1 jusqu’a` diverger
pour Ωc =
b
c
(avec b = R
L
et c = µ0na
2
2L
). Au dessus de cette valeur, une fluctuation croˆıt
exponentiellement, c’est l’instabilite´ dynamo. Nous pouvons interpre´ter ce seuil comme le
nombre de Reynolds magne´tique critique que nous de´finissons par
Rmc =
µ0na
2Ωc
2R
= 1 . (II.20)
Comme le fait remarquer Moffatt dans son e´tude de la dynamo de Bullard solide [55],
cette description des courants est un peu simpliste. Conside´rons un tore inscrit dans le
cylindre en rotation, de rayon r et de section s. Ce tore est un circuit conducteur de
re´sistance ρ ∝ r
σ s
et d’inductance propre l ∝ µ0 r. Si le champ magne´tique est cre´e´
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principalement par la bobine externe, au dessus du seuil d’instabilite´, la variation de flux
Φ lie´e a` la croissance du champ magne´tique cre´e une f.e.m. qui induit un courant it dans
le tore. Ce courant ve´rifie
l
dit
dt
+ ρ it = −dΦ
dt
,
dit
dt
∝ − 1
µ0 σ s
it − r n di
dt
. (II.21)
En re´gime stationnaire di
dt
= 0 et le courant it reste de valeur nulle. Ainsi la solution
sature´e stationnaire que nous de´terminons par la suite n’est pas modifie´e par la prise en
compte de ce courant dans le cylindre. Il peut cependant modifier la stabilite´ de cette
solution et, comme le montre Moffatt, celle-ci devient instable pour certaines valeurs des
parame`tres et peut mener a` un re´gime chaotique. Quoi qu’il en soit, si nous conside´rons
que la re´sistivite´ du cylindre me´tallique est plus e´leve´e que celle de la bobine, il est possible
de se placer dans un re´gime ou` le taux d’amortissement du courant it est tre`s e´leve´ et sa
valeur peut eˆtre conside´re´e comme nulle a` tout instant. C’est dans cette limite que l’e´tude
de stabilite´ que nous menons ulte´rieurement est valide.
Mise en e´quation du proble`me dynamique
Une fois le seuil franchi, le courant et le champ magne´tique croissent exponentiellement.
Bien e´videmment cette croissance n’a pas lieu inde´finiment et ces deux grandeurs vont
saturer. Dans le cas que nous venons de de´crire, la force de Laplace exerce un couple sur
le cylindre et la saturation intervient quand ce couple est e´gal au couple maximal que
peut fournir le moteur. Envisageons une variante de cette dynamo solide dans laquelle
le cylindre me´tallique est rempli d’un me´tal liquide. En dessous du seuil d’instabilite´,
l’ensemble du liquide est en rotation solide. Le seuil est le meˆme que dans le cas d’un
cylindre solide. A vitesse fixe´e au-dessus du seuil, la saturation du champ magne´tique
est provoque´e par la modification du champ de vitesse cause´e par la force de Laplace. Il
s’agit du proble`me de dynamo dynamique le plus simple: le valeur du seuil et la structure
du mode instable sont ceux de la dynamo de Bullard solide mais la saturation intervient
par une modification du champ de vitesse, ce qui ne´cessite la re´solution de l’e´quation de
Navier-Stokes re´gissant la vitesse du fluide.
Dans cet exemple de dynamo fluide, le proble`me complet (champ magne´tique et champ
de vitesse) peut eˆtre de´crit analytiquement sans faire l’hypothe`se que l’e´tude a lieu pre`s
du seuil d’instabilite´. En effet, comme la dynamo est inhomoge`ne, le champ magne´tique
est entie`rement fixe´ par la valeur du courant i. Cela diminue la complexite´ de l’e´tude de
la saturation qui d’un proble`me a` deux champs vectoriels (vitesse et magne´tique) devient
un proble`me a` un champ vectoriel et une grandeur scalaire (vitesse et courant).
Nous supposons que la re´partition des courants a lieu en volume, qu’elle est axi-
syme´trique et radiale. Nous en de´duisons
~(r) =
i
2pihr
~ur , (II.22)
COMPLE´MENTS 121
ou` ~ est la densite´ de courant, r la distance a` l’axe et h la hauteur du cylindre. Nous
notons a et r1 respectivement le rayon exte´rieur et inte´rieur du cylindre (voir figure II.3).
Fig. II.3 – Vue en coupe du cylindre mis en rotation dans la dynamo de Bullard.
Pour une vitesse orthoradiale et axisyme´trique ve´rifiant
~v = v(r,t) ~uθ, (II.23)
la force e´lectromotrice le long d’un rayon du circuit s’e´crit
e =
∫ exte´rieur
centre
(~v × ~B).d~r (II.24)
= B
∫ exte´rieur
centre
v(r,t)dr . (II.25)
Bien e´videmment dans le cas ou` l’e´coulement est en rotation solide a` la vitesse angulaire
Ω et que r1 est tre`s petit devant a nous retrouvons e =
BΩa2
2
.
En utilisant la de´finition de la vitesse angulaire au seuil Ωc, nous pouvons re´e´crire
l’e´quation e´lectrique (II.19) sous la forme
di
dt
+ f(~v)i = 0, (II.26)
ou` f est une fonctionnelle line´aire de la vitesse qui s’annulle au seuil de l’instabilite´. Elle
correspond physiquement a` la diffe´rence entre l’induction et la dissipation et vaut
f(~v) = β
∫ a
r1
(Ωc r − v(r,t))dr , (II.27)
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avec β = µ0n
L
= 1
Ns
.
Il nous faut maintenant e´crire l’e´quation qui re´git le champ de vitesse du fluide. Il
s’agit de l’e´quation de Navier-Stokes avec une force de Laplace. En utilisant l’axisyme´trie
de l’e´coulement (e´quation II.23), la forme de la densite´ de courant et celle du champ
magne´tique (e´quations II.22 et II.15), nous obtenons
∂v
∂t
= ν∆cv − αi
2
r
, (II.28)
ou` ν est la viscosite´ cine´matique du fluide et α = µ0n
2pihρ
. L’ope´rateur ∆c est la composante
azimutale du Laplacien vectoriel applique´ a` un champ orthoradial, soit
∆cv =
∂2v
∂r2
+
1
r
∂v
∂r
− v
r2
. (II.29)
E´tude de la solution sature´e
Il faut re´soudre le syste`me d’e´quations (II.26,II.28). C’est un syste`me d’e´quations aux
de´rive´es partielles non-line´aires couple´es dont les inconnues sont une grandeur scalaire
i(t) et un champ scalaire v(r,t). Nous cherchons a` priori une solution stationnaire. i(t)
est donc une constante qui joue le roˆle d’une constante d’inte´gration pour l’e´quation
(II.28). Celle-ci e´tant du second ordre pour les de´rive´es par rapport a` r, sa re´solution
permet d’obtenir l’expression de v avec au total trois constantes d’inte´gration. Il reste
alors a` ve´rifier d’une part les conditions aux limites de non glissement aux parois soit
v(r1) = Ω r1 et v(a) = Ω a, d’autre part une condition de´duite de l’e´quation e´lectrique
(II.26) qui donne f(~v) = 0.
Nous obtenons ainsi une expression analytique pour la vitesse a` saturation
vsat(r) = a
(
Ω x +
2 δΩ
1− 4u2
(1−u2)2 ln
2 u
(
x ln x + (x− 1
x
)
u2 ln u
1− u2
))
, (II.30)
ou` u = r1
a
est le rapport d’aspect du cylindre, x = r
a
est une variable sans dimension
comprise entre u et 1, δΩ = Ω − Ωc est l’e´cart au seuil en vitesse angulaire. Par ailleurs
nous obtenons pour le courant a` saturation
i2sat =
2pihρν
µ0n
4 δΩ
1− 4u2
(1−u2)2 ln
2 u
. (II.31)
En figure (II.4) nous avons trace´ l’allure de la correction en vitesse (v − Ω r) pour
plusieurs rapports d’aspects. Comme cette correction est proportionnelle a` l’e´cart au seuil
et au rayon, nous avons choisi a δΩ = 1. Le me´canisme de saturation consiste la` encore en
un freinage global du fluide qui diminue l’induction. Ce freinage est plutoˆt localise´ pre`s de
la paroi inte´rieure quand le rapport d’aspect est faible. Il est de plus en plus syme´trique
par rapport au milieu de la coquille cylindrique lorsque le rapport d’aspect tend vers 1.
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En effet, dans cette limite, l’e´paisseur entre les deux parois devient ne´gligeable devant le
rayon des coquilles cylindriques et l’e´quation du champ de vitesse tend vers celle qui re´git
le champ entre deux parois planes, configuration pour laquelle il n’y a plus de diffe´rence
entre paroi inte´rieure et paroi exte´rieure. Dans le domaine des e´coulements cisaille´s, un
re´sultat similaire est que, dans la limite de faible e´paisseur entre les parois, l’e´coulement
de Taylor-Couette (entre deux cylindres concentriques) se rapproche d’un e´coulement de
Taylor plan (entre deux plaques paralle`les) pour lequel les deux parois sont e´quivalentes
[56].
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Fig. II.4 – Correction en vitesse normalise´e par a δΩ pour diffe´rentes valeurs du
rapport d’aspect u (dans l’ordre 0.01, 0.1, 0.5 et 0.9)
Stabilite´ de l’e´coulement
Il faut maintenant e´tudier la stabilite´ de ces solutions sature´es. Pour cela, nous allons
e´tudier l’e´volution d’une fluctuation pre`s de ces solutions et donc line´ariser les e´quations
du proble`me pour v = vsat + v˜ et i = isat + ı˜ avec v˜  vsat et ı˜  isat. Il vient
d˜ı
dt
= βisat
∫ a
r1
v˜(r,t) dr , (II.32)
∂v˜
∂t
= ν∆cv˜ − 2α isat
r
ı˜ . (II.33)
Ce syste`me d’e´quations e´tant line´aire, plusieurs techniques de re´solution peuvent eˆtre en-
visage´es. Nous pourrions projeter ce syste`me sur les vecteurs propres de ∆c et diagonaliser
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ensuite l’ope´rateur constitue´ du second membre du syste`me d’e´quations. Il est possible de
montrer que les valeurs propres de cet ope´rateur ont toutes des parties re´elles strictement
ne´gatives, ce qui assure la stabilite´ des solutions que nous e´tudions. Nous pre´sentons une
autre technique base´e sur l’existence d’une fonctionnelle de Lyapunov pour ce proble`me.
Multiplions la premie`re de ces e´quations par ı˜ et remplac¸ons le dans le second membre
par sa valeur en fonction de v˜ de´duite de la seconde e´quation. Il vient
d
dt
(
ı˜2
2
+
β
2α
∫ a
r1
v˜2
2
r dr
)
=
βν
2α
∫ a
r1
(v˜
d
dr
(r
dv˜
dr
)− v˜
2
r
) dr . (II.34)
En utilisant les valeurs de α et β, nous multiplions par L l’e´quation et inte´grons par partie
le premier terme du second membre, nous obtenons
d
dt
(
L
ı˜2
2
+
∫ a
r1
ρ
v˜2
2
pi h r dr
)
= −pi h ρ ν
∫ a
r1
(r(
dv˜
dr
)2 +
v˜2
r
) dr . (II.35)
Posons
V (˜ı,v˜) = L
ı˜2
2
+
∫ a
r1
ρ
v˜2
2
pi h r dr , (II.36)
nous avons
d
dt
(V (˜ı,v˜)) ≤ 0 . (II.37)
V est donc une fonctionnelle de Lyapunov du proble`me de stabilite´ line´aire de la solution
sature´e. En effet, elle est quadratique en ı˜ et v˜ et c’est une fonction du temps de´croissante.
Nous en de´duisons que la solution sature´e (soit ı˜ = v˜ = 0) est line´airement stable. Nous
avons donc le diagramme de bifurcation de la figure (II.5).
Notons cependant que cette e´tude est limite´e a` des faibles perturbations en vitesse v˜
axisyme´triques. Il est clair que le proble`me de stabilite´ complet ne´cessite la prise en compte
de fluctuations non axisyme´triques. En effet, nous pouvons supposer que le freinage du
fluide non homoge`ne (voir figure II.4) provoque l’apparition de rouleaux analogues aux
rouleaux de Taylor dans l’e´coulement de Taylor-Couette [56]. C’est-a`-dire qu’un mode
non axisyme´trique de l’e´coulement est instable. Re´soudre le proble`me de stabilite´ line´aire
est alors bien plus complique´. Pour se faire une ide´e du me´canisme d’instabilite´, nous
pouvons utiliser le crite`re de Rayleigh [57] qui est associe´ a` la stabilite´ d’un e´coulement
non visqueux entre deux cylindres sans champ magne´tique
d
dr
(
r2(
dv
dr
)2
)
≥ 0 . (II.38)
Il correspond pour l’e´coulement a` une stratification croissante du moment cine´tique. En
utilisant l’expression du champ de vitesse (e´quation II.30), il est aise´ de ve´rifier que ce
crite`re est viole´ lorsque nous nous e´loignons du seuil de la dynamo. Bien que cela ne
donne qu’une information qualitative sur l’instabilite´ possible de l’e´coulement avec effet
dynamo, nous pouvons imaginer qu’a` de plus hautes vitesses de rotation apparaissent de
nouvelles instabilite´s.
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Fig. II.5 – Diagramme de bifurcation pour la dynamo de Bullard, courant en fonc-
tion de la vitesse de rotation.
E´nergie magne´tique a` saturation
Le re´gime sature´ a de nombreuses caracte´ristiques communes avec celui de la dynamo
de Ponomarenko. L’e´tude a montre´ que la bifurcation est supercritique (voir figure II.5).
Les lois d’e´chelles pour la perturbation en vitesse et pour le courant sont similaires a` celles
que nous avons obtenues dans le cas d’une dynamo sature´e laminairement au voisinage
du seuil. La correction en vitesse (e´quation II.30) est proportionnelle a` l’e´cart au seuil.
Quand au courant (i) et donc au champ magne´tique (B = µ0ni), il varie en racine de
l’e´cart au seuil (e´quation II.31). L’e´nergie magne´tique s’e´crit
B2
µ0
=
8pih ρ n ν
1− 4u2
(1−u2)2 ln
2 u
δΩ . (II.39)
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En utilisant la de´finition de Rm (II.20), nous retrouvons la loi d’e´chelle pour une dynamo
sature´e laminairement. Plus pre´cisemment
B2 ∝ ρνhR
a2
(Rm −Rmc) , (II.40)
ce qui est similaire a` l’e´quation (2.2) page 112. Les sources de dissipation par effet Joule
e´tant localise´es dans des mate´riaux de re´sisitivite´s diffe´rentes (sole´no¨ıde, me´tal liquide...),
c’est la re´sistance de l’ensemble du circuit qui entre en jeu. Ne´anmoins, le coefficient
devant l’e´cart au seuil est bien proportionnel a` la viscosite´ du fluide et a` sa densite´, tandis
qu’il est inversement proportionnel au carre´ de la taille caracte´ristique de l’e´coulement et
a` une conductivite´ effective que nous pouvons de´finir comme σeff = (hR)
−1.
Ici encore, pre`s du seuil, aucune e´quipartition entre l’e´nergie cine´tique et l’e´nergie
magne´tique ne peut exister puisque la seconde tend vers ze´ro au seuil contrairement a` la
premie`re qui reste finie.
L’e´tude des puissances dissipe´es donne les meˆmes re´sultats que pour la dynamo de
Ponomarenko puisque l’e´coulement de base est non dissipatif (rotation solide). Plus pre´-
cise´ment nous retrouvons
Pj ∝ B2 ∝ (Rm − Rmc) , (II.41)
Pν ∝ (δv)2 ∝ (Rm −Rmc)2 , (II.42)
ou` Pj (resp. Pν) est la puissance dissipe´e par effet Joule (resp. par viscosite´) et δv est
la correction en vitesse due a` la force de Laplace. Ainsi pre`s du seuil l’essentiel de la
puissance est dissipe´e par effet Joule.
Tous ces re´sultats ont e´te´ e´tablis sans faire l’hypothe`se que la dynamo fonctionne pre`s
du seuil d’instabilite´. Ne´anmoins ils ne restent vrais que tant que la solution axisyme´trique
pour la perturbation en vitesse est stable et que d’autres instabilite´s n’apparaissent pas.
Ainsi une e´tude expe´rimentale possible consiste a` voir comment se modifie la loi d’e´chelle
B2 ∝ ρ ν δΩ (II.39) lorsqu’apparaissent ces nouvelles instabilite´s. Il est possible que loin du
seuil nous retrouvions ensuite une loi d’e´chelle du type d’une dynamo sature´e turbulente
(2.3) page 112.
Une autre expe´rience possible est de voir comment des perturbations de l’e´coulement
initial modifient le seuil de la dynamo. En effet, il est assez facile d’introduire dans le
cylindre des obstacles qui modifient l’e´coulement de rotation solide et peuvent le rendre
turbulent. En jouant sur la forme et le nombre de ces obstacles, il est possible d’e´tudier
l’effet de perturbations hydrodynamiques (e´ventuellement turbulentes) sur le Reynolds
magne´tique critique. En outre, pour un tel e´coulement, le rapport entre la puissance
dissipe´e par viscosite´ et celle dissipe´e par effet Joule n’a aucune raison d’eˆtre ne´gligeable
pre`s du seuil, et sa valeur reste a` de´terminer.
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Troisie`me partie
E´tude expe´rimentale d’un
e´coulement tourbillonnaire de
sodium liquide
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Dans cette partie nous pre´sentons certains re´sultats expe´rimentaux obtenus par l’e´qui-
pe VKS en e´tudiant un e´coulement tourbillonnaire de sodium liquide.
Le premier chapitre est une pre´sentation du syste`me expe´rimental et des divers e´cou-
lements re´alise´s. Nous nous sommes inte´resse´s principalement a` deux e´coulements: l’e´cou-
lement a` un disque et l’e´coulement a` deux disques contrarotatifs.
Le second chapitre pre´sente les mesures du champ moyen induit par l’application d’un
champ magne´tique exte´rieur. Diffe´rentes configurations du champ applique´ sont e´tudie´es.
De cette fac¸on nous mettons en e´vidence les diffe´rents me´canismes d’induction qui peuvent
entrer en jeu dans l’instabilite´ dynamo et e´tudions leur de´pendance en fonction de la
vitesse de rotation du ou des disques. En comple´ment a` ce chapitre nous de´taillons le calcul
de l’induction pour un e´coulement de Ponomarenko. Pour un champ applique´ transverse,
les champs induits moyens sont assez proches de ceux de l’e´coulement a` un disque. Cela
prouve que l’e´coulement de Ponomarenko et celui a` un disque sont similaires et que les
meˆmes phe´nome`nes d’induction sont pre´sents.
Enfin nous pre´sentons les mesures des fluctuations du champ magne´tique induit dans
le troisie`me chapitre et retrouvons le spectre du domaine inertiel pre´ce´demment pre´dit
the´oriquement et mesure´ dans une expe´rience similaire re´alise´e dans du gallium liquide.
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Chapitre 1
Description de l’expe´rience de
“von Ka´rma´n Sodium” (VKS)
1.1 La boucle de sodium et les instruments de mesure
Depuis plusieurs anne´es une collaboration entre le CEA-Saclay (J. Burguete, A. Chif-
faudel, F. Daviaud, L. Marie´), l’ENS-Lyon (M. Bourgoin, P. Odier, J-F. Pinton) et l’ENS
de Paris a permis la mise au point d’une expe´rience de magne´to-hydrodynamique qui
permet d’atteindre de hauts nombres de Reynolds magne´tiques. C’est la collaboration de
tous ces membres qui a permis d’obtenir tous les re´sultats expe´rimentaux que nous allons
pre´senter. L’e´coulement choisi est un e´coulement de type von Ka´rma´n [58]. Il est produit
par un ou deux disques coaxiaux pouvant eˆtre mis en rotation inde´pendamment et place´s
dans un cylindre rempli de sodium liquide. Cette expe´rience a e´te´ de´veloppe´e au CEA de
Cadarache pour des raisons de se´curite´.
Des e´tudes pre´liminaires en gallium [59] et des simulations nume´riques [60] ont montre´
qu’un tel e´coulement est susceptible d’engendrer du champ magne´tique par effet dynamo
et que le seuil de l’instabilite´ est de l’ordre des valeurs qu’il est possible d’obtenir en
laboratoire. Le sodium a e´te´ choisi car c’est le me´tal liquide qui posse`de la meilleure
conductivite´ [62] (σ ' 107Ω−1m−1 soit η ' 0.1 a` 110 ◦C). Il est par ailleurs peu dense
(ρ = 920 kg.m−3 a` 110 ◦C). Sa viscosite´ et sa masse volumique a` 200 ◦C sont proches de
celles de l’eau a` 50 ◦C. Cela facilite sa mise en mouvement et permet, a` puissance des
moteurs constante, d’obtenir des vitesses plus e´leve´es qu’avec d’autres me´taux liquides
plus denses. Pour ces deux raisons, le sodium permet d’atteindre expe´rimentalement les
plus hauts nombres de Reynolds magne´tiques qu’il est possible de re´aliser.
Son utilisation pre´sente quelques difficulte´s techniques. Son point de fusion, quand il est
pur, est Tf = 98
◦C. Cela oblige a` travailler a` chaud. Il est par ailleurs tre`s re´actif avec de
nombreux mate´riaux. Ces deux derniers points contraignent fortement la re´alisation de la
cuve et des syste`mes de mesure. Le risque principal est bien entendu son extreˆme re´activite´
avec l’eau. En effet la re´action sodium-eau est explosive. Au contraire, sa combustion est
peu dangereuse car le rayonnement des flammes est absorbe´ a` tre`s courte distance par
les fume´es de´gage´es. La re´alisation de nombreux syste`mes de se´curite´ (capteurs de fuites
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de sodium et de fume´es) permet de minimiser les risques. Par ailleurs la conductivite´
e´lectrique est une fonction de´croissante de la tempe´rature. A 200 ◦C, elle est environ 1.4
fois plus faible qu’a` 110 ◦C. Ainsi, pour avoir Rm le plus e´leve´ possible, il est important
de faire les expe´riences a` froid, c’est-a`-dire le plus pre`s possible du point de fusion. Il faut
veiller a` ne pas descendre a` trop basse tempe´rature car le sodium se solidifie et bouche le
syste`me de circulation. En outre, il n’est pas non plus possible de travailler longtemps a`
vitesse de rotation e´leve´e car la cuve n’e´change pas assez de chaleur avec l’exte´rieur et sa
tempe´rature augmente rapidement (environ 30◦ par minute aux plus hautes vitesses).
La solution technique re´alise´e consiste en une boucle de sodium qui alimente une
cuve ou` a lieu l’e´coulement (voir Fig. 1.1). La boucle est constitue´e d’un stockage d’un
maximum de trois cents litres de sodium maintenus au dessus de sa tempe´rature de fusion.
Il est relie´ par un re´seau de tuyauteries a` la cuve. La circulation du sodium est assure´e par
une pompe e´lectromagne´tique. Une unite´ de purification par condensation des impurete´s
(pie`ge froid) et une unite´ de mesure de purete´ du sodium (sonde de bouchage) sont situe´es
le long de la boucle.
MoteurMoteur
Cuve
Disques
Stockage
P. E. M.
Purification
Fig. 1.1 – Sche´ma de principe de l’expe´rience von Ka´rma´n Sodium.
La cuve, re´alise´e en inox, est un cylindre de 40 cm de longueur et de 20 cm de rayon.
Chacune des sections comporte un palier permettant le passage d’un arbre entraine´ par
un moteur de puissance maximale 75 kW . L’e´tanche´ite´ entre le milieu exte´rieur et la cuve
est re´alise´e par des garnitures me´talliques fonctionnant en surpression d’argon pour e´viter
toute fuite de sodium vers l’exte´rieur. L’ensemble de la boucle fonctionne en atmosphe`re
d’argon afin d’e´viter les re´actions d’oxydation du sodium avec l’air.
Une mesure du champ magne´tique est re´alise´e a` l’aide d’une sonde a` effet Hall relie´e a`
un Gaussme`tre BELL et place´e dans un des doigts de gant pre´vu a` cet effet. Cette sonde
est refroidie a` l’air comprime´ car elle est de´truite si sa tempe´rature atteint 90 ◦C. Comme
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elle fonctionne sur le principe de l’effet Hall, elle est sensible a` la densite´ de porteurs de
charges dans le semi-conducteur qui la compose. Elle est donc fortement affecte´e par la
tempe´rature et une calibration de la mesure du champ en fonction de la tempe´rature a e´te´
re´alise´e. C’est une sonde trois axes qui donne la valeur des trois composantes du champ.
Sa position est re´glable en profondeur et en orientation par rapport a` son axe. Toutes
ces mesures ainsi que des mesures comple´mentaires (tempe´rature de la cuve, tempe´rature
de la sonde, couple et vitesse de chaque moteur, fluctuations de pression engendre´es par
l’e´coulement) sont enregistre´es sur un ordinateur par l’interme´diaire d’une carte d’acquisi-
tion. Enfin un jeu de deux paires de bobines de Helmoltz de diame`tres 43 cm est alimente´
par un ge´ne´rateur de courant KEPCO et permet de cre´er un champ magne´tique horizon-
tal paralle`le ou transverse a` l’axe des moteurs. L’intensite´ maximale du champ au centre
de la cuve est d’environ 30G. En premie`re approximation ces champs seront conside´re´s
comme uniformes sur l’ensemble de la cuve.
1.2 Les diffe´rents e´coulements
Suivant le mode de fonctionnement des moteurs, trois e´coulements de natures diffe´rentes
sont possibles.
L’e´coulement a` un disque est re´alise´ si un disque tourne et l’autre est maintenu
fixe. Nous pre´sentons un sche´ma tre`s simplifie´ de l’e´coulement dans la figure 1.2. Plus
pre´cise´ment nous dessinons l’allure des lignes de courant associe´es a` la moyenne temporelle
du champ de vitesse en chaque point. Pre`s du disque en rotation, la vitesse orthoradiale
croˆıt lorsque nous nous e´loignons du centre. La pression est donc plus e´leve´e au centre
du disque ce qui provoque une expulsion radiale du fluide. Elle est compense´e par une
aspiration vers le disque le long de l’axe de rotation. Un e´coulement de retour est localise´
pre`s des parois late´rales. Au centre du cylindre a donc lieu un e´coulement tourbillonnaire
dont le coeur est aspire´ vers le disque.
f=0f
Fig. 1.2 – Lignes de courant de l’e´coulement moyen dans le cas a` un disque.
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L’e´coulement a` deux disques corotatifs est re´alise´ si les deux disques tournent dans
le meˆme sens. En figure 1.3 est pre´sente´ un sche´ma tre`s simplifie´ de l’e´coulement. Dans
chaque demi-cylindre a lieu un e´coulement similaire a` celui a` un disque. Les vitesses
d’aspiration vers chaque disque sont oppose´es mais les vitesses de rotation sont les meˆmes.
Le tourbillon central est dans ce cas tre`s stable [63]. Il cre´e une zone de basse pression
qui augmente la fuite d’argon des garnitures vers l’inte´rieur de la cuve. En plus de ce
proble`me technique, cet e´coulement est a` he´licite´ nulle. Nous l’avons donc peu e´tudie´.
f f
Fig. 1.3 – Lignes de courant de l’e´coulement moyen dans le cas a` deux disques
corotatifs.
L’e´coulement a` deux disques contrarotatifs est re´alise´ si les deux disques tournent avec
la meˆme vitesse en sens oppose´s. Le champ de vitesse moyen, voir figure 1.4, est compose´
de deux cellules qui se´parent la cuve en deux parties. Dans chacune des cellules a lieu
un e´coulement du meˆme type que celui a` un disque. Les he´licite´s dans chaque cellule
sont e´gales. Pre`s du plan central du cylindre est localise´ une zone de fort cisaillement
qui est instable. L’e´coulement est ainsi particulie`rement turbulent: le champ de vitesse
instantane´e fluctue e´norme´ment et n’est a` aucun moment e´gal au champ de vitesse moyen.
Notons que la classification pre´ce´dente est artificielle. En effet quand les deux disques
tournent en sens oppose´s avec des vitesses diffe´rentes, l’e´coulement re´alise´ est plutoˆt simi-
laire a` celui re´alise´ a` un disque. Par ailleurs la description que nous faisons des e´coulements
moyens est tre`s simpliste. Dans le cas a` deux disques contrarotatifs, des e´tudes sont en
cours pour savoir comment e´volue cet e´coulement moyen et notamment la couche centrale
dite couche de cisaillement [61].
Diverses formes de disques ont e´te´ teste´es: des disques a` pales droites et des disques a`
pales courbes. Ces divers types de pales permettent de modifier l’e´coulement. La courbure
des pales change le rapport entre la vitesse azimutale et la vitesse radiale et donc change
le rapport entre la composante polo¨ıdale et la composante toro¨ıdale du champ de vitesse.
Par ailleurs des pales plus e´paisses engendrent un e´coulement plus important mais aussi
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Fig. 1.4 – Lignes de courant de l’e´coulement moyen dans le cas a` deux disques
contrarotatifs.
plus turbulent: les vitesses produites sont plus e´leve´es mais les puissances ne´cessaires a`
les maintenir aussi.
Il est possible de fixer des baﬄes (de´fle´cteurs) paralle`les a` l’axe des moteurs sur la
paroi interne de la cuve. Ces baﬄes bloquent le mouvement azimutal du fluide pre`s de la
paroi.
Enfin la cuve comporte un chemisage interne par une couche de cuivre de 1 cm
d’e´paisseur. La conductivite´ e´lectrique de la cuve re´alise´e en inox est un ordre de grandeur
plus faible que celle du sodium. Au contraire, le cuivre est plus conducteur que le sodium
et les quelques re´sultats nume´riques disponibles [65] montrent que cette modification des
conditions aux limites tend a` faire baisser le seuil.
1.3 Principe des mesures
En dessous du seuil de l’instabilite´ dynamo, nous essayons de mesurer la re´ponse du
syste`me a` un champ magne´tique ~B0 constant cre´e´ par les bobines de Helmoltz. Nous
mesurons le champ induit par l’e´coulement a` l’aide de la sonde a` effet Hall. En figure
1.5, nous sche´matisons la position de la sonde (S) et la direction du champ applique´ dite
transverse. Il est aussi possible d’appliquer un champ axial paralle`le a` ~ux.
Si nous de´composons le champ total en champ applique´ et champ induit, ce que nous
notons
~Bt = ~B0 + ~B ,
le champ induit ~B est solution de
L ~B = ∂
~B
∂t
−∇× (~v × ~B)− η∇2 ~B = ∇× (~v × ~B0) + η∇2 ~B0 . (1.1)
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Fig. 1.5 – Principe des mesures d’induction pour un champ applique´ transverse.
Nous avons donc une e´quation line´aire pour ~B avec terme source note´ φ(~v, ~B0). En dessous
du seuil L est inversible et ~B s’e´crit formellement
~B = L−1φ(~v, ~B0) . (1.2)
La de´pendance de ~B en ~B0 est lie´e a` celle du champ de vitesse qui est solution de
l’e´quation de Navier-Stokes
∂~v
∂t
+ (~v.∇)~v = −∇P
ρ
+ ν∇2~v + 1
ρµo
(∇× ~Bt)× ~Bt . (1.3)
A cette e´quation doivent eˆtre ajoute´es des conditions aux limites qui traduisent l’en-
traˆınement inertiel par les pales et qui sont inde´pendantes du champ magne´tique. En ordre
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de grandeur et au premier ordre en vitesse de l’e´coulement, le champ induit B est de l’ordre
de Bo v L/η, ce que nous obtenons en e´quilibrant le terme d’induction de l’e´quation 1.1
par un terme de diffusion. Nous notons v et L la vitesse et les taille caracte´ristiques de
l’e´coulement. La force de Laplace est alors proportionnelle a`
~B0.∇~B
µ0
∝ σ v B20 . Le rapport
entre la force de Laplace et le terme inertiel s’appelle parame`tre d’interaction et est de´fini
par N =
σ L B20
ρ v
. Dans toutes nos expe´riences B0 ≤ 30G. Pour une valeur typique de vi-
tesse v = 6m.s−1, la valeur maximale de N est de l’ordre de 4.10−3. Le roˆle de la force
de Laplace est ainsi ne´gligeable par rapport a` celui des termes inertiels. La de´pendance
de ~v en fonction de ~B0 est donc tre`s faible et avec une tre`s bonne approximation nous
conside´rerons que le champ de vitesse est inde´pendant du champ magne´tique applique´.
De l’e´quation (1.2), il vient que ~B est line´aire en ~B0.
Dans la figure 1.6, nous avons trace´ une se´rie temporelle typique du champ induit,
pour un e´coulement a` deux disques contrarotatifs a` fre´quence 8Hz et un champ applique´
de 12G. Plusieurs caracte´ristiques du champ induit s’en de´gagent. La valeur moyenne
est tre`s anisotrope et nous e´tudierons ses variations en fonction de la vitesse de rotation
dans le paragraphe “Mesures d’induction moyenne”. Par ailleurs les champs sont tre`s
fluctuants et, dans le paragraphe “Mesures des fluctuations d’induction”, nous e´tudierons
les proprie´te´s de la partie fluctuante du champ.
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Fig. 1.6 – Enregistrement des trois composantes du champ magne´tique en fonction
du temps pour un champ applique´ axial B0 = 12G et un e´coulement a` deux disques
contrarotatifs a` fre´quence f = 8Hz. La sonde est en z = 10 cm. Les disques sont
de rayon R = 15 cm et sont pourvus de pales courbes. Il n’y a pas de baﬄes sur la
cuve.
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Chapitre 2
Mesures d’induction moyenne
Notons 〈g〉 = limT→∞ 1T
∫ T
0
g(t′) dt′, la valeur moyenne de g. Puisque ~B est line´aire
en ~B0, il en va de meˆme pour le champ induit moyen 〈 ~B〉. En figures 2.1 (resp. 2.2)
nous avons trace´ les composantes du champ induit moyen en fonction du champ applique´
axial (resp. transverse) pour un e´coulement a` deux disques contrarotatifs a` fre´quence de
rotation fixe´e f = 8Hz et f = 17Hz.
La re´ponse est bien line´aire, un comportement que nous avons retrouve´ dans toutes
les mesures re´alise´es.
Pour de´terminer l’e´quation qui re´git l’e´volution du champ induit moyen, nous de´com-
posons le champ de vitesse (resp. le champ magne´tique induit) sous la forme ~v = 〈~v〉+ ~v′
(resp. ~B = 〈 ~B〉 + ~B′) ou` 〈.〉 de´signe la valeur moyenne temporelle et ~v′ (resp. ~B′) les
fluctuations. En prenant la moyenne de l’e´quation 1.1 page 135, il vient
∇× (〈~v〉 × 〈 ~B〉) + η∇2〈 ~B〉 = −∇× (〈~v〉 × ~B0)− η∇2 ~B0 −∇× (〈~v′ × ~B′〉). (2.1)
Dans la limite des faibles vitesses, les champs induits sont faibles par rapport au champ
applique´ suppose´ uniforme et cette e´quation devient
η∇2〈 ~B〉 = − ~B0.∇〈~v〉 . (2.2)
Cette e´quation est le de´veloppement du champ induit au premier ordre en la vitesse du
fluide. Le champ magne´tique induit est solution d’une e´quation de diffusion avec terme
source. Ce terme source est proportionnel aux gradients du champ de vitesse dans la
direction du champ applique´. A plus hautes vitesses apparaissent des effets non line´aires
en la vitesse. Le champ induit est alors du meˆme ordre de grandeur que le champ applique´
et l’interaction entre fluctuations de vitesse et fluctuations de champ magne´tique peut
entrer en jeu ainsi que l’interaction entre la vitesse moyenne et le champ induit moyen.
2.1 E´coulement a` deux disques contrarotatifs
Nous e´tudions la re´ponse a` un champ applique´ axial. En figure 2.3 nous avons trace´ les
composantes du champ induit en fonction de la fre´quence de rotation. Plus pre´cise´ment,
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Fig. 2.1 – Champ induit moyen en fonc-
tion du champ applique´ axial pour un
e´coulement a` deux disques contrarotatifs
a` fre´quence f = 8Hz et f = 17Hz.
La sonde est en z = 10 cm. (o) = 〈Bx〉,
() = 〈By〉, (N) = 〈Bz〉.
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Fig. 2.2 – Champ induit moyen en fonc-
tion du champ applique´ transverse pour
un e´coulement a` deux disques contrarota-
tifs a` fre´quence f = 8Hz et f = 17Hz.
La sonde est en z = 10 cm. (o) = 〈Bx〉,
() = 〈By〉, (N) = 〈Bz〉.
comme les champs sont line´aires en fonction du champ applique´ B0, nous avons trace´ le
champ induit divise´ par le champ applique´.
A faible vitesse de rotation, il y a tre`s peu de champ induit axial et vertical. Par
contre le champ induit orthoradial (suivant ~uy) est important et varie line´airement en
fonction de la fre´quence de rotation. C’est la mise en e´vidence de l’effet ome´ga. La rota-
tion diffe´rentielle applique´e au champ axial cre´e du champ induit azimutal. Les champs
“saturent” aux plus hautes vitesses en ce sens que leurs valeurs atteignent des plateaux.
Le champ induit sur ~uy est alors le double du champ applique´ sur ~ux. Meˆme si l’effet est
faible, le champ axial augmente aux grandes vitesses. Nous pensons que le champ azi-
mutal, cre´e´ par effet ome´ga a` partir du champ axial applique´, cre´e a` son tour du champ
axial.
Si nous changeons le sens de rotation des disques, le champ induit sur l’axe est inchange´
tandis que le champ induit transverse est change´ en son oppose´. Nous pouvons pre´dire
cette transformation en e´tudiant les syme´tries du proble`me complet. Par syme´trie par
rapport au plan P2 = (Oyz), les vitesses de rotation de chaque moteur sont change´es en
leurs oppose´es. Les champs magne´tiques e´tant des pseudo-vecteurs, il en re´sulte que le
champ applique´ ~Bo est inchange´ ainsi que le champ induit 〈Bx〉 tandis que les champs 〈By〉
et 〈Bz〉 sont change´s en leurs oppose´s. En re´sume´, cette ope´ration de syme´trie implique
f →− f ,
(〈Bx〉 , 〈By〉 , 〈Bz〉 ) → (〈Bx〉 ,− 〈By〉 ,− 〈Bz〉 ) ,
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Fig. 2.3 – Champ moyen en fonction de la fre´quence de rotation pour un champ
applique´ axial et un e´coulement a` deux disques contrarotatifs. La sonde est en z =
10 cm. Les disques sont de rayon R = 15 cm et sont pourvus de pales droites. Quatre
baﬄes sont monte´es sur la paroi interne de la cuve cylindrique. Le moteur (2) tourne
a` la fre´quence f , le moteur (1) tourne a` fre´quence −f . (o) = Bo+〈Bx〉
Bo
, ()= 〈By〉
Bo
,
(N) = 〈Bz〉
Bo
.
ce que nous ve´rifions expe´rimentalement. Ceci est rigoureusement vrai dans le cas ou` les
pales sont droites et n’est qu’approche´ dans le cas des pales courbes. En effet, dans ce
dernier cas, la syme´trie par rapport a` P2 ne transforme pas exactement l’e´coulement en
celui engendre´ en faisant tourner le disque dans le sens oppose´.
En figure 2.4, nous avons trace´ la re´ponse a` un champ applique´ transverse. Il y a peu
de champ induit vertical. Le champ induit transverse est faible a` basse vitesse et croˆıt
ensuite.
Par changement du sens de rotation des disques, le champ axial est change´ en son
oppose´ tandis que le champ transverse n’est pas change´. Nous comprenons cette transfor-
mation en e´tudiant la syme´trie par rapport au plan P1 = (Oxz). Celle-ci change le sens
de rotation des disques, laisse inchange´s le champ applique´ et le champ induit transverse
tandis qu’elle transforme en leurs oppose´s les champs induits axiaux et verticaux. En
re´sume´ par cette ope´ration de syme´trie par rapport a` P1, nous avons
f →− f ,
(〈Bx〉 , 〈By〉 , 〈Bz〉 ) → (−〈Bx〉 , 〈By〉 ,− 〈Bz〉 ) ,
ce que nous ve´rifions expe´rimentalement de fac¸on qualitative.
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Fig. 2.4 – Champ moyen en fonction de la fre´quence de rotation pour un champ
applique´ transverse et un e´coulement a` deux disques contrarotatifs. La sonde est en
z = 10 cm, meˆme configuration expe´rimentale qu’en figure 2.3. (o) = 〈Bx〉
Bo
, () =
Bo+〈By〉
Bo
,(N) = 〈Bz〉
Bo
.
2.2 E´coulement a` un disque
En figure 2.5, nous avons trace´ la re´ponse a` un champ applique´ axial. Les champs
induits sont nettement plus faibles que dans le cas contrarotatif. En effet les gradients de
vitesse suivant la direction du champ applique´, c’est-a`-dire suivant l’axe, sont nettement
plus faibles pour un e´coulement a` un disque.
En figure 2.6, nous avons trace´ les composantes du champ total en fonction de la
fre´quence de rotation du disque (2) pour un champ applique´ transverse.
Si nous changeons le sens de rotation, c’est-a`-dire changeons f en −f , les champs in-
duits axiaux et verticaux sont change´s en leurs oppose´s tandis que le champ induit trans-
verse est inchange´. Nous pouvons pre´voir cette transformation en utilisant les syme´tries
du proble`me complet. Par syme´trie par rapport a` P1 = (0xz), la fre´quence de rotation
est change´e en son oppose´e. Le champ magne´tique applique´ ~B0, qui est normal a` P1 est
inchange´ puisque c’est un pseudo-vecteur. De la meˆme fac¸on 〈Bx〉 et 〈Bz〉 sont change´s
en leurs oppose´s tandis que 〈By〉 est inchange´. En re´sume´, cette ope´ration de syme´trie
implique
f →− f ,
(〈Bx〉 , 〈By〉 , 〈Bz〉 ) → (−〈Bx〉 , 〈By〉 ,− 〈Bz〉 ) ,
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Fig. 2.5 – Champ moyen en fonction de la fre´quence de rotation du moteur (2) pour
un champ applique´ axial et un e´coulement a` un disque. La sonde est en z = 10 cm,
meˆme configuration expe´rimentale qu’en figure 2.3. (o) = Bo+〈Bx〉
Bo
, () = 〈By〉
Bo
,(N) =
〈Bz〉
Bo
.
ce que nous ve´rifions expe´rimentalement.
Une autre ope´ration de syme´trie inte´ressante est la syme´trie par rapport au plan
P2 = (0yz). Par cette ope´ration le disque (1) est mis en rotation a` la place du disque (2).
Le champ magne´tique applique´ est change´ en son oppose´ ainsi que 〈By〉 et 〈Bz〉 tandis
que 〈Bx〉 est inchange´. Pour retrouver la configuration ou` ~B0 est applique´ a` l’e´coulement,
il faut changer tous les champs induits en leurs oppose´s. En effet, nous avons montre´ que
ceux-ci sont proportionnels au champ applique´. Ainsi par syme´trie par rapport au plan P2
et transformation de − ~B0 en ~B0, le disque (1) est mis en rotation a` la place du disque (2)
et les champs induits se transforment suivant (〈Bx〉 , 〈By〉 , 〈Bz〉 ) → (−〈Bx〉 , 〈By〉 , 〈Bz〉 ).
Nous avons ve´rifie´ cette proprie´te´ expe´rimentalement.
Notons que l’he´licite´ de l’e´coulement H = ∫ ~v .∇ × ~v est transforme´e en son oppose´e
par syme´trie par rapport a` P1 ou P2 puisque c’est un pseudo-scalaire. Pour des faibles
valeurs de fre´quence de rotation, certaines composantes du champ induit ne sont pas
line´aires. Les champs induits suivant l’axe 〈Bx〉 et transverse 〈By〉 sont quadratiques en
la fre´quence de rotation, tandis que le champ vertical 〈Bz〉 est line´aire. En figure 2.7-a le
champ axial est trace´ en fonction du carre´ de la fre´quence de rotation et la courbe est
line´aire jusqu’a` environ 10 Hz. En figure b, la line´arite´ du champ vertical 〈Bz〉 est ve´rifie´e
jusqu’a` un peu moins de 10Hz. En figure c (resp. d), nous trac¸ons le champ induit axial
(resp. transverse) en fonction du carre´ du champ induit vertical. Les comportements sont
line´aires ce qui est cohe´rent avec un comportement line´aire de 〈Bz〉 et quadratique de
144 CHAPITRE 2. MESURES D’INDUCTION MOYENNE
-30 -20 -10 0 10 20 30
-0.5
0
0.5
1
f (Hz)
(B
o
+
<
B>
) i/B
o
Fig. 2.6 – Champ moyen en fonction de la fre´quence de rotation du moteur (2)
pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` un moteur. La sonde est en
z = 10 cm, meˆme configuration expe´rimentale qu’en figure 2.3. (o) = 〈Bx〉
Bo
, () =
Bo+〈By〉
Bo
,(N) = 〈Bz〉
Bo
.
〈Bx〉 et 〈By〉 en fonction de la fre´quence de rotation.
Compte-tenu des syme´tries de l’e´coulement le champ induit suivant l’axe ne peut eˆtre
line´aire en la fre´quence de rotation. Il est ici quadratique. Il se comporte de la meˆme fac¸on
que l’he´licite´ vis-a`-vis des syme´tries par rapport a` P1 et P2. Nous interpre´tons ce processus
de ge´ne´ration d’un champ perpendiculaire au champ applique´ comme le re´sultat d’un effet
alpha. Plus pre´cise´ment, l’e´coulement induit un courant paralle`le au champ applique´ qui
engendre un champ suivant l’axe. Ce champ est quadratique en fonction de la vitesse du
fluide et se transforme comme l’he´licite´ de l’e´coulement en ce qui concerne les syme´tries.
Tous ces e´le´ments sont cohe´rents avec une description en terme d’effet alpha.
En figures 2.8, 2.9, 2.10 nous trac¸ons les champs pour d’autres positions de la sonde
dont nous avons varie´ la hauteur entre z = 4 cm et z = 15 cm. Nous voyons que l’effet
alpha, donc le champ induit axial, est plus faible pre`s de l’axe du cylindre. Ce re´sultat
est encore lie´ aux syme´tries de l’expe´rience. Par rotation d’angle pi par rapport a` l’axe
du cylindre, l’e´coulement est inchange´, ~B0 est change´ en son oppose´ et 〈Bx〉 (x,0,z) est
transforme´ en 〈Bx〉 (x,0,−z). Pour un meˆme champ applique´, il vient donc 〈Bx〉 (x,0,z) =
−〈Bx〉 (x,0,− z). Pour z = 0, le champ induit axial est nul. L’effet alpha est donc nul sur
l’axe du cylindre et devient non nul lorsque nous nous en e´loignons.
2.2. E´COULEMENT A` UN DISQUE 145
0 50 100
0
0.2
0.4
<
B x
>
/B
o
f2 (Hz2)
0 5 10
-0.4
-0.2
0
<
B z
>
/B
o
f (Hz)
0 0.1 0.2
0
0.2
0.4
(<B
z
>/B
o
)2
<
B x
>
/B
o
0 0.1 0.2
-0.1
0
<
B y
>
/B
o
(<B
z
>/B
o
)2
Fig. 2.7 – (a − b) Composantes axiales et verticales du champ induit en fonction
de la fre´quence de rotation. (c − d) Composantes axiales et transverses du champ
induit en fonction du carre´ du champ induit vertical pour des fre´quences de rotation
f ≤ 10Hz. Meˆmes mesures que celles de la figure 2.6.
Nous avons calcule´ en annexe les champs induits pour un e´coulement de Ponomarenko
soumis a` un champ transverse. Afin de pouvoir comparer ce calcul aux mesures a` un
disque que nous e´tudions, nous avons pris un e´coulement de Ponomarenko qui soit a`
he´licite´ ne´gative si la fre´quence de rotation est positive, ce qui est le cas pre`s de l’axe
du cylindre pour les mesures que nous avons effectue´es. Les figures 2.11, 2.12, 2.13 sont
re´alise´es en conside´rant que le cylindre ou` a lieu l’e´coulement est de rayon R = 20 cm.
Le me´tal a la perme´abilite´ magne´tique du sodium et la sonde est situe´e a` la verticale de
l’axe du cylindre, a` une hauteur variable z = 4, 10, 15 cm.
L’e´coulement expe´rimental a` un disque et l’e´coulement mode`le de Ponomarenko pre´-
sentent qualitativement les meˆmes phe´nome`nes d’induction pour un champ applique´
transverse. Le champ induit axial est quadratique a` basse vitesse et l’importance de cette
effet croˆıt quand nous nous e´loignons de l’axe central. Le champ induit transverse est lui
aussi quadratique mais son signe de´pend de la position de la sonde. Il est ne´gatif pre`s du
centre du cylindre et devient positif lorsque nous nous approchons de la paroi. Le champ
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Fig. 2.8 – Champ induit axial en fonction de la fre´quence de rotation f du moteur
(2) pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` un disque. La position de
la sonde est z = 4, 10, 15 cm. Les disques sont de rayon R = 15 cm et sont pourvus de
pales droites. Quatre baﬄes de hauteur h = 1 cm sont monte´es sur la paroi interne
de la cuve cylindrique.
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Fig. 2.9 – Champ transverse en fonction de la fre´quence de rotation f du moteur
(2) pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` un disque. La position de
la sonde est z = 4, 10, 15 cm. Meˆme configuration expe´rimentale qu’en figure 2.8.
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Fig. 2.10 – Champ induit vertical en fonction de la fre´quence de rotation f du
moteur (2) pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` un disque. La
position de la sonde est z = 4, 10, 15 cm. Meˆme configuration expe´rimentale qu’en
figure 2.8.
vertical est line´aire a` basse vitesse et augmente quand nous nous e´loignons du centre, ce
qui est vrai expe´rimentalement si nous comparons les mesures faites pour z = 10 cm et
z = 15 cm en figure 2.10.
A haute vitesse, l’e´coulement de Ponomarenko expulse le champ du cylindre ou` a lieu
l’e´coulement de rotation solide et translation. Nous avons vu un effet similaire au cours
d’une campagne expe´rimentale re´alise´e sans baﬄes sur la paroi du cylindre. Les re´sultats
sont trace´s en figure 2.14. Les champs tendent vers ze´ro a` hautes fre´quences de rotation.
Nous interpre´tons ce re´sultat comme l’expulsion du champ applique´ par l’e´coulement. En
effet, sans les baﬄes, celui-ci est globalement en rotation solide sur un grand volume et
ce type d’e´coulement est connu pour expulser les champs applique´s [17, 59].
Dans le comple´ment qui suit, nous de´taillons le calcul du champ induit pour un
e´coulement de Ponomarenko soumis a` un champ applique´ axial ou transverse.
En plus d’e´tudier les valeurs moyennes du champ induit nous nous sommes inte´resse´s
a` la partie fluctuante. Contrairement aux mesures d’induction moyenne ou` une analyse
de´taille´e des diffe´rentes mesures a e´te´ pre´sente´e, nous nous sommes limite´s pour les me-
sures de fluctuations d’induction a` pre´senter quelques re´sultats caracte´ristiques.
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Fig. 2.11 – Champ induit axial en fonction de la fre´quence de rotation f du cylindre
pour un e´coulement de Ponomarenko et pour un champ applique´ transverse.
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Fig. 2.12 – Champ transverse en fonction de la fre´quence de rotation f du cylindre
pour un e´coulement de Ponomarenko et pour un champ applique´ transverse.
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Fig. 2.13 – Champ induit vertical en fonction de la fre´quence de rotation f du
cylindre pour un e´coulement de Ponomarenko et pour un champ applique´ transverse.
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Fig. 2.14 – Champ moyen en fonction de la fre´quence de rotation du moteur (2)
pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` un disque. La sonde est en
z = 10 cm. Les disques sont de rayon R = 19 cm et sont pourvus de pales courbes.
Il n’y a pas de baﬄes sur la paroi interne de la cuve cylindrique. (o) = 〈Bx〉
Bo
, ()=
Bo+〈By〉
Bo
, (N) = 〈Bz〉
Bo
.
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Comple´ments
2.A Induction pour l’e´coulement de Ponomarenko
Dans le meˆme esprit que les expe´riences, nous avons e´tudie´ les effets induits par l’ap-
plication d’un champ magne´tique sur l’e´coulement de Ponomarenko. Comme nous l’avons
de´ja` de´crit, il s’agit d’un e´coulement de rotation solide et translation localise´ dans un
cylindre infini. L’exte´rieur du cylindre est au repos et nous avons e´tudie´ successivement
le cas ou` l’exte´rieur est conducteur, ce qui engendre la dynamo a` partir d’une certaine
vitesse, et le cas ou` l’exte´rieur est isolant, ce qui n’engendre jamais la dynamo.
Afin de comparer plus aise´ment les re´sultats avec ceux de l’expe´rience nous nommons
diffe´remment les axes du cylindre, voir Fig. 2.15. Par ailleurs nous nous inte´resserons
principalement aux valeurs du champ induit en des points de l’axe (Oz).
v
R 0 x
y
z
z
x y
θ
vue transverse vue axiale
Fig. 2.15 – Ecoulement de la dynamo de Ponomarenko et de´finition des axes pour
l’e´tude de l’induction.
Comme nous l’avons vu pre´ce´demment, lorsqu’est applique´ un champ uniforme ~B0 a`
un e´coulement de vitesse ~v constant, il se cre´e un champ induit dont la valeur moyenne
~B est solution de l’e´quation
∇× (~v × ~B) + η∇2 ~B = −∇× (~v × ~B0) . (2.3)
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Notons qu’il n’y a pas de termes lie´s aux fluctuations de vitesse qui sont nulles pour
l’e´coulement de Ponomarenko (rotation et translation solide). Il faut par ailleurs traduire
les conditions aux limites sur ~B, ce que nous de´taillerons au cas par cas. Pour l’e´coulement
de Ponomarenko nous allons calculer ce champ induit pour un champ applique´ axial ou
transverse et pour toutes les valeurs de la vitesse. Lorsque nous tracerons les champs in-
duits nous nous placerons aux valeurs qui correspondent a` l’optimum pour un e´coulement
de Ponomarenko dans un milieu conducteur au repos infini, soit Rb = 1.314 (voir page
38).
2.A.1 Champ applique´ axial
Il faut tout d’abord calculer le terme source de l’e´quation 2.3. Nous avons ~v × ~B0 =
r ω Bo Γ(R−r) ~ur ou` Γ(x) est nul pour x ne´gatif et vaut un pour x positif. Le terme source
est le rotationnel de ce champ qui est nul; il n’y a donc pas de champ induit et ce quelle
que soit la valeur de Rm.
Physiquement un tel champ ~B0 uniforme et axial n’induit pas de champ suivant les
autres directions car il n’y a pas d’effet alpha. Ceci n’est plus le cas si cette composante
a une de´pendance spatiale comme le mode neutre de la dynamo de Ponomarenko.
2.A.2 Champ applique´ transverse
Nous utilisons les coordonne´es cylindriques dans lesquelles ~B0 = B0(cos θ ~ur−sinθ ~uθ).
Le terme source est ainsi
∇× (~v × ~B0) = B0Re
(
ω Γ(R− r) i exp(i θ)~ur
+ω exp(i θ)(r δ(r − R)− Γ(R− r)) ~uθ
+v δ(r − R) exp(i θ)~ux
)
(2.4)
ou` Re(a) est la partie re´elle de a. L’e´quation 2.3 e´tant line´aire nous utilisons la notation
complexe et cherchons des champs induits sous la forme ~B = ~b exp(iθ). Nous reviendrons
aux champs physiques ~B en e´crivant ~B = Re(~b) cos(θ) − Im(~b) sin(θ). Pour des champs
complexes et pour r ≤ R, le champ induit est solution de
−iµΓ(R− r)~b+ ∆~b− Cl~b = −∇× (~v × ~B0) (2.5)
ou` les de´finitions des divers ope´rateurs sont celles des e´quations 1.7 et 1.8 page 40 et
µ = ω. Comme pour la recherche du mode neutre, nous introduisons b± = br ± i bθ, ce
qui de´couple les e´quations sur ~ur et ~uθ. La solution est
b+ = A+ I(2, q r) ,
b− = A− I(0, q r)− 2B0 ,
bx = Ax I(1,q r) , (2.6)
ou` q = exp(ipi/4)
√
ω
η
.
La re´solution de´pend alors de la nature du milieu exte´rieur.
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Milieu exte´rieur conducteur
Dans ce cas, l’e´quation 2.5 est valable aussi pour r ≥ R. La solution tendant vers ze´ro
a` l’infini est
b+ =
C+
r2
,
b− = 0 ,
bx =
Cx
r
. (2.7)
Les champs sont donc de´termine´s a` l’aide de cinq constantes d’inte´gration que nous
de´terminons avec les relations de continuite´. Le champ magne´tique est continu donc
b+, b−, et bx sont continus en R. Par ailleurs, comme ∇ · ~B = 0, il vient que dbrdr est
continu. Enfin les composantes tangentielles du champ e´lectrique ~E = η∇ × ~B − ~v × ~B
sont continues. La composante orthoradiale donne une cinquie`me relation de continuite´,
celle de
η dbx
dr
+ v Γ(R− r) br +B0 v Γ(R− r).
La re´solution de ce syste`me d’e´quations donne l’expression des champs
r ≤ R r ≥ R ,
b+ = −2B0 I(2,q r)
I(0,q R)
−2B0
(
R
r
)2
I(2,q R)
I(0,q R)
,
b− = 2B0
I(0,q r)
I(0,q R)
− 2B0 0 ,
bx = −2 v RB0
η
I(1,q R)I(1,q r)
(q R I(0,q R))2
−2 v RB0
η
R
r
(
I(1,q R)
q R I(0,q R)
)2
. (2.8)
Comme nous l’avons dit pre´ce´demment, il est possible de calculer le champ physique
avec ~B = Re(~b) cos(θ) − Im(~b) sin(θ). Afin d’e´tudier le comportement a` bas Rm, nous
de´veloppons ces expressions dans la limite de petit ω soit de petit q. Il vient, pour le
champ physique a` l’inte´rieur du cylindre
Br = −B0 ωR
2
8 η
(( r
R
)2
− 2
)
sin(θ) +
B0 ω
2R4
η2
(
−
(
r
R
)4
192
+
(
r
R
)2
32
− 3
64
)
cos(θ)
Bθ =
B0 ωR
2
8 η
(
2− 3
( r
R
)2)
cos(θ)− B0 ω
2R4
η2
(
5
(
r
R
)4
192
− 3
(
r
R
)2
32
+
3
64
)
sin(θ)
Bx = −B0 v R
2 η
r
R
cos(θ) +
B0 v ω R
3
η2
(
− 3 r
16R
+
1
16
( r
R
)3)
sin(θ) (2.9)
Les champs induits sont proportionnels au champ applique´ B0 puisque nous ne te-
nons pas compte de l’effet du champ magne´tique sur le champ de vitesse. Notons que
le de´veloppement 2.9 prend la forme d’une se´rie entie`re en les variables v R
η
et ω R
2
η
. Ce
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de´veloppement diverge si les variables sont en dehors du rayon de convergence de la se´rie,
c’est-a`-dire a` grand Rm. Ce n’est pas le cas du champ qui ne diverge pas et vaut pour tout
Rm les valeurs de´duites de l’e´quation 2.8. Pour cet e´coulement, il semble qu’il n’y a pas
d’effet physique associe´ a` la divergence du de´veloppement perturbatif du champ induit.
Afin de comparer aux expe´riences nous nous inte´ressons aux valeurs du champ mesure´
sur l’axe vertical, soit pour θ = pi/2. Dans ce cas nous notons, comme lors de l’expe´rience
VKS, Bz = Br le champ vertical et By = −Bθ le champ transverse. A l’ordre line´aire seul
le champ vertical est non nul. Les autres champs induits sont quadratiques et re´sultent
d’un terme en ω2 pour By et en ω v pour Bx. Nous interpre´tons ce dernier terme comme la
ge´ne´ration de champ axial a` partir d’un champ transverse pour un e´coulement he´lico¨ıdal,
ce qui est le me´canisme de base de l’effet alpha.
Nous avons trace´ en figures 2.16, 2.17, 2.18, 2.19, la courbe d’induction ( ~B0 + ~B)/B0
en fonction de ω pour diffe´rentes positions de la sonde sur l’axe vertical. Afin de visualiser
les comportements a` basses et hautes fre´quences nous trac¸ons a` chaque fois une courbe
pour des petites valeurs de ω et une courbe pour des plus grandes valeurs.
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Fig. 2.16 – Champ total pour un e´coulement de Ponomarenko. Le champ applique´
est transverse (suivant y). La sonde est au centre du cylindre, en z = 0. L’exte´rieur
est conducteur. (−) champ sur x, (−.) champ sur y, (−−) champ sur z.
Plusieurs re´sultats sont ge´ne´raux. A basse vitesse, seule la composante verticale est
line´aire tandis que les autres sont quadratiques ou nulles. A haute vitesse, le champ total
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Fig. 2.17 – Champ total pour un e´coulement de Ponomarenko. Le champ applique´
est transverse (suivant y). La sonde est sur la verticale, en z = R/2. L’exte´rieur est
conducteur. (−) champ sur x, (−.) champ sur y, (−−) champ sur z.
de´croˆıt a` ze´ro a` l’inte´rieur du cylindre. C’est l’expulsion du champ magne´tique sous l’effet
de l’e´coulement en rotation solide [17, 59].
Un autre re´sultat tre`s important est qu’il ne se passe rien de particulier au seuil de
la dynamo (ωc = 10.73 η/R
2), comme nous pouvons le voir par exemple dans la fig. 2.16.
En effet nous nous inte´ressons a` l’e´volution d’un mode qui n’est pas le mode instable car
il n’a pas de de´pendance suivant l’axe ni de de´pendance temporelle. Bien e´videmment
dans le cas d’une expe´rience, le mode instable croˆıt au dessus du seuil et, en modifiant
l’e´coulement pour atteindre la saturation, il perturbe l’e´volution du champ induit moyen
que nous avons calcule´. Dans notre calcul du champ induit nous ne trouvons pas cet effet
qui ne´cessite la re´solution du proble`me dynamique complet. Mais cet effet est nul au seuil
puisque l’amplitude du mode instable tend vers ze´ro. Il peut eˆtre par ailleurs rendu aussi
petit que voulu en augmentant la viscosite´ cine´matique du fluide, ce qui diminue l’effet
de la force de Laplace due a` la croissance du mode instable.
Le champ vertical, suivant ~uz, est a` basse vitesse line´aire en fonction de la vitesse de
rotation. Il passe par un maximum puis de´croˆıt. Si la sonde est proche de l’axe central
(figures 2.16, 2.17), sa valeur peut devenir ne´gative. A haute vitesse cette composante tend
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Fig. 2.18 – Champ total pour un e´coulement de Ponomarenko. Le champ applique´
est transverse (suivant y). La sonde est sur la verticale, en z = 9R/10. L’exte´rieur
est conducteur. (−) champ sur x, (−.) champ sur y, (−−) champ sur z.
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Fig. 2.19 – Champ total pour un e´coulement de Ponomarenko. Le champ applique´
est transverse. La sonde est sur la verticale, a` l’exte´rieur du cylindre, en z = 2R.
L’exte´rieur est conducteur. (−) champ sur x, (−.) champ sur y, (−−) champ sur z.
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vers ze´ro. Le champ induit transverse, suivant ~uy est quadratique pour de basses vitesses
de rotation. Si la sonde est proche de l’axe central, ce champ est ne´gatif et le champ total
de´croˆıt, atteint un minimum et tend a` ze´ro pour de grandes valeurs de ω. Si la sonde est
proche de la paroi du cylindre, le champ induit est positif a` basse vitesse, le champ total
commence par croˆıtre avant d’atteindre un maximum puis de tendre vers ze´ro a` hautes
vitesses. Hors du cylindre le champ induit est positif et le champ total sature a` une valeur
qui de´pend de la position de la sonde. Plus la sonde est loin, plus la valeur limite du
champ induit est proche de ze´ro. Le champ axial se comporte quadratiquement a` basse
vitesse de rotation sauf au centre ou` il est nul a` toute vitesse. Il est ne´gatif, atteint un
minimum puis croˆıt et devient positif avant de tendre vers ze´ro a` l’inte´rieur du cylindre.
Hors du cylindre le champ axial tend vers ze´ro si nous nous en e´loignons.
Milieu exte´rieur isolant
Dans ce cas la re´solution du proble`me est diffe´rente en raison notamment des conditions
aux limites. Pour r ≥ R, le champ induit ~B est solution de ∇× ~B = ~0 et ∇· ~B = 0. Ce sont
les meˆmes e´quations que celles de l’e´lectrostatique dans le vide pour lesquelles le champ
e´lectrostatique ~E est de´fini par la valeur du potentiel scalaire a` la paroi du milieu isolant.
Il en est de meˆme dans notre cas. Pour des champs de la forme ~B = Re(~b(r) exp(iθ)), la
solution de ces e´quations est [66]
br = −A
r2
,
bθ =
i A
r2
,
bx = 0 . (2.10)
Nous connaissons donc la forme du champ dans tout l’espace a` l’aide de quatre constantes
d’inte´gration qui sont de´termine´es par la continuite´ de ~B et de dbr
dr
a` la paroi. Il vient
r ≤ R r ≥ R ,
br = B0
(
I(0,q r)
I(0,qR)
− I(2,q r)
I(0,qR)
− 1
)
br = −B0
(
R
r
)2
I(2,q R)
I(0,q R)
,
bθ = −i B0
(
1− I(2,q r)
I(0,q R)
− I(0,q r)
I(0,q R)
)
bθ = i B0
(
R
r
)2
I(2,q R)
I(0,q R)
,
bx = 0 bx = 0, (2.11)
ou` q = exp(ipi/4)
√
ω
η
. Le champ physique s’en de´duit a` l’aide de ~B = Re(~b) cos(θ) −
Im(~b) sin(θ). Nous retrouvons la meˆme expression que pour le milieu exte´rieur conducteur
en ce qui concerne les composantes du champ induit suivant ~ur et ~uθ. Mais le principal
re´sultat est qu’il n’y a pas de champ induit suivant l’axe. En effet l’exte´rieur e´tant isolant,
cela contraint le champ axial a` eˆtre nul a` la paroi. Il ne peut alors y avoir de conversion
entre le champ radial et le champ axial par effet ome´ga car cette conversion est localise´e a`
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la paroi ou` le champ axial est ne´cessairement nul. Dans le cas du milieu exte´rieur isolant,
qui rappelons le n’engendre pas la dynamo, c’est un re´sultat tre`s fort pour le champ induit
axial qui est nul pour toute valeur de Rm. Cela signifie que le me´canisme de ge´ne´ration
de champ magne´tique axial par un e´coulement soumis a` un champ externe transverse
ne´cessite la prise en compte des conditions aux limites. Dans les figures 2.16, 2.18, 2.18,
2.19, nous avons trace´ le champ induit lorsque le milieu exte´rieur est conducteur. Dans le
cas ou` le milieu exte´rieur est le vide, les champs induits suivant ~uy et ~uz sont les meˆmes
tandis que les champs suivant ~ux sont nuls.
E´tude des lignes de champ
De l’e´tude du champ en un point du cylindre nous avons pu comprendre diverses
proprie´te´s du champ magne´tique induit. Mais cette approche nous limite a` une valeur
ponctuelle du champ magne´tique. Une vision plus globale est fournie par la donne´e des
lignes de champ. Ce sont les courbes de l’espace qui sont tangentes en tout point au champ
magne´tique. A vitesse de l’e´coulement fixe´e, il faut re´soudre le syste`me d’e´quations qui
s’e´crit en coordonne´es cylindriques
dr
dBr
=
rdθ
dBθ
=
dx
dBx
= ds,
ce qui de´finit une courbe de l’espace C ≡ (r,θ,x)(s) a` une constante d’inte´gration pre`s.
Cette constante est la position d’un point de la courbe pour la valeur du parame`trage s
e´gale a` ze´ro. Nous re´solvons le syste`me d’e´quations nume´riquement par une me´thode de
Runge-Kutta.
Nous avons choisi d’e´tudier les lignes de champ de l’e´coulement de Ponomarenko avec
milieu exte´rieur conducteur. Aucune composante du champ n’e´tant nulle, ces courbes ne
sont pas localise´es dans un plan. Ce n’est pas le cas si le milieu exte´rieur est isolant. Le
champ suivant l’axe est alors nul et les lignes de champ sont localise´es dans les plan (yz).
Comme aucune des composantes ne de´pend de x, nous obtenons les courbes dans le cas
ou` le milieu exte´rieur est isolant en projetant sur les plans (yz) les courbes du cas ou` le
milieu exte´rieur est conducteur.
A vitesse nulle, il n’y a pas de champ induit et les lignes de champ sont des droites
paralle`les a` (0y). Pour une vitesse de rotation ω = 1 nous trac¸ons d’une part un ensemble
de lignes de champ a` trois dimensions en figure 2.20. Nous trac¸ons en figures 2.21 (resp.
2.22) la projection de ces lignes de champ sur le plan (Oyz) (resp. (Oyx)).
Les lignes de champ sont principalement modifie´es dans la zone ou` a lieu l’e´coulement.
Celle-ci est de´limite´e par un cercle sur les figures a` trois dimensions et sur les projections
dans le plan (Oyz). A basse vitesse de rotation pour ω = 1 et pour ω = 3 (voir figures
2.23, 2.24, 2.25) l’advection des lignes de champ a tendance dans le plan (0yz) a` les tordre
dans le sens de la vitesse azimutale. Elles sont aussi advecte´es dans le sens de l’e´coulement
axial. Cet effet est d’autant plus marque´ que la ligne conside´re´e entre dans le cylindre pre`s
du point θ = pi et donc qu’elle parcourt plus de trajet dans la zone ou` a lieu l’e´coulement.
Lorsque la vitesse augmente, pour ω = 8 (voir figures 2.26, 2.27, 2.28), les lignes de champ
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a` trois dimensions sont de plus en plus complexes. Pour ω valant douze, vingt, cent et
cinq cents, nous ne trac¸ons que les projections sur le plan (Oyz) des trajectoires en figures
2.29, 2.30, 2.31 et 2.32. Nous voyons apparaˆıtre le phe´nome`ne d’expulsion des lignes de
champ. Celles-ci ne pe´ne`trent quasiment plus dans le cylindre et sont localise´es dans une
couche a` la paroi.
Ce phe´nome`ne a de´ja` e´te´ e´tudie´ en ge´ome´trie sphe´rique [67] et pour des e´coulements
dont les lignes de courant sont ferme´es. Nous obtenons des re´sultats qualitativement
similaires. Notons que le comportement asymptotique de la composante verticale des
lignes de champ est divergente. En effet, asymptotiquement loin du cylindre, la forme
des champs donne les comportements dθ
ds
→ 0, dr
ds
→ c ou` c est une constante. Pour la
composante axiale, puisque Bx ∝ 1r , il vient dxds → c
′
s
et donc la coordonne´e axiale diverge
logarithmiquement. Cette influence a` longue distance de l’e´coulement vient clairement du
comportement de Bx qui est re´miniscent de l’existence de courants a` l’infini. Autrement
dit, il n’est pas surprenant d’avoir un comportement singulier a` l’infini, et ce meˆme a` tre`s
faibles vitesses de l’e´coulement. Cela est duˆ a` la pre´sence de courants a` l’infini.
En outre, si nous ne conside´rons que leurs directions et pas leurs sens, il apparaˆıt que
les lignes de champ ne sont pas syme´triques par rapport a` l’axe du cylindre (Ox) alors que
celles-ci le sont dans le cas ou` le cylindre est uniquement en rotation solide et n’a pas de
vitesse axiale [68]. Dans ce dernier cas, les lignes de champ sont syme´triques par rapport
a` l’axe ce que nous pouvons comprendre a` l’aide de simples arguments de syme´trie.
Par rotation d’axe (Ox) et d’angle pi, nous transformons les lignes de champ C en leurs
images par cette rotation que nous notons R(C). Le champ magne´tique applique´ ~B0 est
change´ en son oppose´ tandis que l’e´coulement n’est pas modifie´.
Effectuons ensuite la syme´trie par rapport au plan P = (Oyz). Le champ magne´tique
− ~B0 est change´ en son oppose´ alors que le champ de vitesse est inchange´. Les lignes de
champs R(C) sont inchange´es puisqu’elles sont comprises dans le plan P , et que nous ne
nous inte´ressons pas au sens des lignes mais seulement a` leur direction.
Ainsi par l’application successive de ces deux transformations nous retrouvons la confi-
guration initiale du champ applique´ et de l’e´coulement. Nous en de´duisons donc que les
lignes de champ sont les meˆmes ce qui s’e´crit C = R(C) et signifie que l’ensemble des
lignes de champ est invariant par rotation d’axe (Ox) et d’angle pi.
Dans le cas de l’e´coulement de Ponomarenko, le raisonnement pre´ce´dent est fausse´ par
la pre´sence d’un champ de vitesse axial qui n’est pas invariant par syme´trie par rapport
au plan P et il n’y a pas de raison pour que les lignes de champ soient syme´triques par
rapport a` l’axe.
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Fig. 2.20 – Lignes de champ pour l’e´coulement de Ponomarenko avec milieu
exte´rieur conducteur et vitesse de rotation ω = 1.
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Fig. 2.21 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 1.
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Fig. 2.22 – Projection sur le plan (Oyx)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 1.
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Fig. 2.23 – Lignes de champ pour l’e´coulement de Ponomarenko avec milieu
exte´rieur conducteur et vitesse de rotation ω = 3.
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Fig. 2.24 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 3.
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Fig. 2.25 – Projection sur le plan (Oyx)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 3.
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Fig. 2.26 – Lignes de champ pour l’e´coulement de Ponomarenko avec milieu
exte´rieur conducteur et vitesse de rotation ω = 8.
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Fig. 2.27 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 8.
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Fig. 2.28 – Projection sur le plan (Oyx)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 8.
2.A. INDUCTION POUR L’E´COULEMENT DE PONOMARENKO 163
-2 -1 0 1 2-2
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
1
1.5
2
y
z
Fig. 2.29 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 12.
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Fig. 2.30 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω = 20.
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Fig. 2.31 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω =
100.
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Fig. 2.32 – Projection sur le plan (Oyz)
des lignes de champ pour l’e´coulement
de Ponomarenko avec milieu exte´rieur
conducteur et vitesse de rotation ω =
500.
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Chapitre 3
Mesures des fluctuations
d’induction
Le champ induit ~B et sa moyenne 〈 ~B〉 e´tant proportionnels a` ~B0, il en va de meˆme
pour la partie fluctuante du champ induit ~B′ = ~B − 〈 ~B〉 . En figures 3.1 (resp. 3.2),
nous avons trace´ l’e´cart quadratique moyen ~B rms des diffe´rentes composantes du champ
induit en fonction du champ applique´ axial (resp. transverse) pour un e´coulement a` deux
disques contrarotatifs a` fre´quence de rotation fixe´e a` f = 8Hz et f = 17Hz.
Nous ve´rifions expe´rimentalement la proportionnalite´ des composantes fluctuantes du
champ induit en fonction du champ applique´. De´sormais nous e´tudierons les valeurs des
composantes fluctuantes divise´es par le champ applique´ B0.
En figure 3.3, nous avons trace´ la de´pendance fre´quentielle de l’e´cart quadratique
moyen pour un champ applique´ transverse. Contrairement aux mesures d’induction moyenne,
les diffe´rentes composantes sont a` peu pre`s e´gales. Ainsi, alors que le champ de vitesse
cre´e une induction moyenne fortement anisotrope, il cre´e une induction fluctuante qui
ne l’est pas. Cela est clairement relie´ a` la nature des termes sources du champ moyen
qui de´pendent du champ de vitesse moyen, lui meˆme fortement anisotrope. Il en va
diffe´remment pour les termes sources du champ fluctuant ou` entre en jeu la composante
fluctuante du champ de vitesse qui est a` priori plus isotrope. Notons aussi qu’en premie`re
approximation les composantes fluctuantes du champ restent line´aires en fonction de la
fre´quence de rotation et qu’il n’apparaˆıt aucune trace des divers phe´nome`nes non line´aires
qui re´gissent les variations du champ moyen. De tels effets apparaissent certainement a`
plus hautes fre´quences de rotation.
La mesure de l’e´cart quadratique moyen revient a` sommer les contributions de toutes
les fre´quences temporelles qui composent le signal. Pour acce´der a` la distribution fre´-
quencielle des fluctuations, nous avons calcule´ le spectre des diffe´rentes composantes du
champ magne´tique. Nous notons ~ˆB′(F ) la transforme´e de Fourier temporelle de ~B′ a` la
fre´quence F . Pour une fre´quence de rotation des moteurs de f = 17Hz, nous avons trace´
la puissance spectrale de chaque composante du champ en figure 3.4.
Notons que les courbes pour les trois composantes du champ sont tre`s semblables,
c’est pourquoi nous ne les diffe´rencions pas dans la le´gende. C’est, la` encore, la traduction
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Fig. 3.1 – Ecart quadratique moyen des
composantes du champ en fonction du
champ applique´ axial pour un e´coulement
a` deux disques contrarotatifs a` fre´quence
f = 8Hz et f = 17Hz. Meˆme configu-
ration qu’en figure 2.14. (o) = Bx rms,
() = By rms, (N) = Bz rms.
0 2 4 6 8 10 120
2
4
B
o
 transverse (G)
B
 r
m
s 
(G
)
f=8 Hz
0 2 4 6 8 10 120
2
4
B
 r
m
s 
(G
)
B
o
 transverse (G)
f=17 Hz
Fig. 3.2 – Ecart quadratique moyen
des composantes du champ en fonction
du champ applique´ transverse pour un
e´coulement a` deux disques contrarotatifs
a` fre´quence f = 8Hz et f = 17Hz.
Meˆme configuration qu’en figure 2.14.
(o) = Bx rms, () = By rms, (N) =
Bz rms.
que les fluctuations du champ magne´tique sont comple´tement isotropes, et ce pour toutes
les fre´quences temporelles.
La pente de la partie haute fre´quence est assez proche de F−11/3. Ceci se comprend bien
dans le cadre d’une description de la turbulence a` la Kolmogorov [69]. Plus pre´cise´ment,
supposons que le spectre de l’e´nergie cine´tique soit en vˆ′
2 ∝ F−5/3 comme c’est le cas
pour un e´coulement turbulent isotrope. Pour de faibles champs induits, les fluctuations
de champ magne´tique sont engendre´es principalement par un e´quilibre entre le terme
diffusif et le terme d’induction de l’e´quation 1.1 page 135 soit
η∇2 ~B′ ' − ~B0.∇ ~v′ , (3.1)
ce qui donne, pour des fre´quences e´leve´es et en faisant l’hypothe`se de Taylor,
ηF 2Bˆ′ ' Bo F vˆ′ . (3.2)
Nous obtenons donc un spectre pour le champ magne´tique
Bˆ′ ∝ vˆ
′
F
∝ F−11/6, (3.3)
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soit pour la puissance spectrale Bˆ′
2 ∝ F−11/3. Quoi qu’il en soit, des mesures plus pre´cises
sont pre´vues afin d’avoir une plus large dynamique du champ magne´tique et donc de
calculer son spectre sur une feneˆtre fre´quencielle plus e´tendue.
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Fig. 3.3 – Ecart quadratique moyen du champ en fonction de la fre´quence de rota-
tion f pour un champ applique´ transverse et un e´coulement a` deux disques contra-
rotatifs. La sonde est en z = 10 cm. Les disques sont de rayon R = 19 cm et sont
pourvus de pales courbes. Quatre baﬄes de hauteur h = 1 cm sont monte´es sur la
paroi interne de la cuve cylindrique. (o) = Bxrms
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, ()= Byrms
Bo
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Fig. 3.4 – Superposition du carre´ du spectre des trois composantes du champ
magne´tique (aussi appele´ puissance spectrale) en fonction de la fre´quence F pour
un champ applique´ transverse de 3G et un e´coulement a` deux disques contrarotatifs
a` f = 17Hz. La droite correspond a` une pente −11/3. Le plateau a` haute fre´quence
est associe´ au bruit de l’acquisation.
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Quatrie`me partie
Comple´ment: Effet d’un bruit
multiplicatif sur une instabilite´
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Cette dernie`re partie est un comple´ment a` la the`se en ce sens que nous y pre´sentons
des re´sultats lie´s a` l’effet du bruit sur des instabilite´s de´crites hors du cadre de la magne´to-
hydrodynamique.
Il nous a paru inte´ressant de montrer que les techniques utilise´es pour calculer l’effet
de la turbulence sur le seuil de l’instabilite´ dynamo peuvent eˆtre applique´es a` d’autres
instabilite´s. Nous insistons notamment sur la forme biline´aire que nous introduisons pour
calculer les conditions de solvabilite´ de toute e´tude perturbative d’un syste`me bruite´.
Nous e´tudions tout d’abord une bifurcation stationnaire dont le parame`tre de controˆle
est module´, e´ventuellement de fac¸on stochastique. Notre de´veloppement donne le meˆme
re´sultat qu’un calcul re´alise´ ante´rieurement par Lu¨cke et al. mais ou` l’introduction de la
forme biline´aire est e´vite´e ce qui rend leur de´veloppement tre`s particulier a` ce syste`me.
Nous comparons la pre´diction the´orique aux mesures re´alise´es en vibrant verticalement
une couche de ferrofluide soumis a` un champ magne´tique vertical. Dans ce cas l’amplitude
d’une onde de surface de vecteur d’onde fixe´ subit une bifurcation stationnaire (instabilite´
de Rosensweig) dont le parame`tre de controˆle est une fonction de l’acce´le´ration de la
couche vibre´e. Si la vibration est sinuso¨ıdale (modulation), le seuil de l’instabilite´ de
Rosensweig est retarde´. C’est le phe´nome`ne de stabilisation parame´trique dont l’e´tude est
pre´sente´e sous la forme d’un article. Dans le cas ou` la vibration est ale´atoire, nous mettons
en e´vidence la stabilisation parame´trique stochastique de l’instabilite´ de Rosensweig.
Enfin l’effet d’un bruit de phase sur un oscillateur force´ parame´triquement est e´tudie´
dans la limite de faible dissipation. Le seuil et la saturation de l’instabilite´ sont calcule´s
en pre´sence de bruit. Tout se passe comme si le parame`tre de forc¸age e´tait modifie´ par le
bruit, tant en ce qui concerne le de´placement du seuil de stabilite´ line´aire que le re´gime
sature´ non line´airement.
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Principe de l’e´tude
Nous voulons e´tudier l’effet d’une perturbation multiplicative stochastique sur des
instabilite´s simples. Nous allons donc nous inte´resser a` des syste`mes dont la dynamique
est de´crite par une e´quation diffe´rentielle ordinaire re´gissant l’e´volution d’une grandeur
scalaire et nous souhaitons calculer perturbativement les modifications induites par le
bruit. Nous supposons que la nature de la bifurcation n’est pas modifie´e et nous effectuons
un de´veloppement des fonctions et variables Y sous la forme Y = Y0+∆Y1 +∆
2 Y2 + ... ou`
∆ est un petit parame`tre (ge´ne´ralement l’amplitude du bruit ζ(t)). Dans le de´veloppement
apparaˆıt naturellement une condition de solvabilite´ puisque la structure du calcul est, de
fac¸on tre`s ge´ne´rale, un ensemble d’e´quations
LYi+1 = φ(Yi, Yi−1,...Y0, ζ(t)) , (4)
ou` L est un ope´rateur et φ une fonction des termes du de´veloppement aux ordres pre´ce´dents
et du bruit.
Notons 〈f |g〉 une forme biline´aire sur deux espaces de fonctions E1 et E2. Il peut s’agir
par exemple d’un produit scalaire et E1 = E2. La diffe´rence entre les deux espaces peut
re´sulter des conditions aux limites impose´es aux fonctions. L’adjoint L† de L est de´fini
par
〈L† f |g〉 = 〈f |L g〉, quelles que soient f appartenant a` E1 et g appartenant a` E2. Si
C est dans le noyau de L†, la condition de solvabilite´ de l’e´quation 4 s’e´crit
〈C|φ(Yi, Yi−1,...Y0, ζ(t))〉 = 0 . (5)
Dans le cas ou` la forme biline´aire est un produit scalaire, cette e´galite´ correspond a`
l’alternative de Fredholm [70] et est une condition ne´cessaire et suffisante a` l’existence du
de´veloppement. La nullite´ du produit scalaire, condition ne´cessaire triviale, est ve´rifie´e
aussi si nous utilisons une forme biline´aire et pas un produit scalaire. Dans ce cas, si nous
supposons pour des raisons physiques que le de´veloppement existe, cette e´galite´ permet
d’obtenir la valeur des coefficients du de´veloppement et c’est ce qui nous inte´resse dans
un calcul perturbatif. Cette liberte´ dans le choix de la forme biline´aire permet entre autre
de restreindre la recherche du noyau de l’adjoint a` des fonctions simples.
Dans les cas que nous allons e´tudier, certaines fonctions sont des re´alisations d’un
processus stochastique. Il en de´coule une particularite´: la valeur d’une forme line´aire sur
ces fonctions de´pend en ge´ne´ral de la re´alisation du bruit. C’est le cas par exemple pour
la moyenne temporelle. Nous allons introduire une forme biline´aire qui est adapte´e aux
processus stochastiques. Si F et G sont deux processus stochastiques de re´alisations fζ(t)
et gζ(t), nous de´finissons
〈F |G〉 = 1
T
∫ T
0
〈fζ(t)∗ gζ(t)〉s dt , (6)
ou` 〈.〉s est la moyenne sur les re´alisations du bruit et ou` la valeur de la forme biline´aire
est a` prendre dans la limite de T tendant vers l’infini. Il s’agit d’une ge´ne´ralisation du
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produit scalaire: si F et G ne de´pendent pas du bruit, fζ = f et gζ = g sont des fonctions
de´terministes qui ve´rifient 〈fζ(t)∗ gζ(t)〉s = f(t)∗ g(t). Nous retrouvons donc le produit
scalaire classique 〈F |G〉 = 1
T
∫ T
0
f(t)∗ g(t) dt.
Nous allons montrer sur des exemples que l’utilisation de cette forme biline´aire per-
met d’obtenir divers de´veloppements perturbatifs dans le cas des syste`mes bruite´s. Nous
e´tudions tout d’abord une bifurcation stationnaire dont le parame`tre de controˆle est bruite´
et retrouvons la valeur du de´placement du seuil d’instabilite´ que Lu¨cke et al. ont calcule´
[37]. Notre calcul est similaire au leur mais introduit clairement cette forme biline´aire.
Nous ve´rifions la validite´ du de´veloppement et en de´finissons les limites par une expe´rience
consistant a` vibrer verticalement une couche de ferrofluide soumis a` un champ magne´tique
vertical (forc¸age parame´trique de l’instabilite´ de Rosensweig). En effet, une composante
de Fourier de l’amplitude des ondes de surface subit une bifurcation stationnaire dont le
parame`tre de controˆle est une fonction de la gravite´ qui est module´e si nous vibrons la
couche. Nous e´tudions ensuite l’effet d’un bruit de phase sur un oscillateur parame´trique.
Nous obtenons une e´quation d’amplitude non line´aire ou` apparaˆıt un parame`tre de forc¸age
effectif qui tient compte de l’effet du bruit. Le de´placement du seuil cause´ par le bruit
ainsi que l’amplitude a` saturation en fonction de l’e´cart au seuil sont pre´dits.
Bifurcation stationnaire dont le parame`tre de controˆle
est bruite´
De´veloppement perturbatif
Nous e´tudions l’e´quation
m x¨+md x˙ = ( + ∆ ζ(t)) x− x3 , (7)
ou` x est une fonction scalaire du temps et ζ un bruit de moyenne nulle dont l’amplitude
est ∆. C’est une e´quation tre`s ge´ne´rale qui mode´lise de nombreux syste`mes subissant une
bifurcation stationnaire. Au terme non line´aire pre`s, c’est, par exemple, l’e´quation qui
re´git pour un pendule de masse m l’e´cart a` la position verticale la “teˆte en haut” dans un
champ de gravite´  et avec un coefficient de frottement visqueux d. En l’absence de bruit,
la solution stable x = 0 pour  ≤ 0 est de´stabilise´e si  ≥ 0 et les nouvelles solutions stables
sont x = ±√. La bifurcation est supercritique et la forme de son diagramme a e´te´ des-
sine´e en figure II.5 page 125. Nous allons faire deux de´veloppements successifs: le premier
pour de´terminer l’amplitude a` saturation et le second pour de´terminer le de´placement du
seuil.
L’amplitude du bruit e´tant suppose´ fixe´e nous nous plac¸ons pre`s du seuil avec bruit
note´ c(∆) et de´veloppons
− c(∆) = λ 1 + λ2 2 + ... ,
x = λx1 + λ
2 x2 + ... , (8)
175
λ est le petit parame`tre de ce premier de´veloppement. Nous e´crivons l’e´quation 7 aux
trois premiers ordres en λ, soit
Lx1 = m x¨1 +md x˙1 − (c(∆) + ∆ ζ(t)) x1 = 0 , (9)
Lx2 = 1 x1 , (10)
Lx3 = 1 x2 + 2 x1 − x31 . (11)
En introduisant une forme biline´aire, nous calculons les e´le´ments y1 du noyau de l’adjoint
de L et, en utilisant la condition de solvabilite´, il vient 1 = 0 et 2 = 〈y1|x
3
1〉
〈y1|x1〉 . Nous en
de´duisons la solution sature´e en pre´sence de bruit
x(t) = λ x1 =
√
− c(∆)
√
〈y1|x1〉
〈y1|x31〉
x1 . (12)
Le premier de´veloppement est termine´, meˆme si nous devons encore pre´ciser la forme
biline´aire et calculer y1 et x1. C’est ce que nous allons faire en cherchant a` re´soudre
l’e´quation Lx1 = 0 perturbativement dans la limite de faible bruit. Nous introduisons le
de´veloppement
c(∆) = 
(0)
c + ∆ 
(1)
c + ∆
2 (2)c + ... , (13)
x1 = x
(0)
1 + ∆ x
(1)
1 + ∆
2 x
(2)
1 + ... (14)
Les e´quations aux trois premiers ordres en ∆ s’e´crivent
L0x(0)1 = m x¨1(0) +mdx˙1(0) − (0)c x(0)1 = 0 , (15)
L0x(1)1 = (1)c x(0)1 + ζ(t) x(0)1 , (16)
L0x(2)1 = (1)c x(1)1 + (2)c x(0)1 + ζ(t) x(1)1 , (17)
Nous utilisons la forme biline´aire que nous avons pre´sente´e au paragraphe pre´ce´dent:
〈F |G〉 = 1
T
∫ T
0
〈fζ(t)∗ gζ(t)〉s dt ou` F etG sont deux processus stochastiques de re´alisations
fζ et gζ, 〈.〉s est la moyenne sur les re´alisations du bruit et T tend vers l’infini. Dans
la premie`re e´quation nous retrouvons le proble`me non bruite´ pour lequel 
(0)
c = 0. Les
solutions sont x
(0)
1 = A + B e
(−d t) ou` A et B sont des constantes. Le terme en e(−d t)
s’amortit sur un temps d−1: sa contribution aux produits scalaires est ne´gligeable et nous
n’en tenons plus compte. Pour calculer l’adjoint de L0 nous nous plac¸ons dans l’espace des
fonctions telles que 1
T
∫ T 〈|fζ|2〉s dt existe quand T tend vers l’infini. L’adjoint se calcule
aise´ment et vaut L†0 g = m g¨ − md g˙. En nous restreignant a` l’espace pre´ce´dent, nous
n’avons pas a` tenir compte des solutions en e(d t) de L†0 g = 0. Les e´le´ments du noyau de
l’adjoint sont donc les fonctions constantes et nous utilisons g = 1 pour les calculs.
Calculons les premie`res corrections au seuil. En appliquant la conditions de solvabilite´
a` l’e´quation 16 nous obtenons 1 = −
D
g|ζ(t) x(0)1
E
D
g|x(0)1
E , or
〈
g|ζ(t) x(0)1
〉
= 1
T
∫ T
0
〈ζ(t)〉s dt = 0 car
176
ζ est un bruit de moyenne nulle. La premie`re correction au seuil est donc nulle. A l’ordre
suivant nous obtenons
(2)c = −
〈
g|ζ(t) x(1)1
〉
〈
g|x(0)1
〉 , (18)
ou` x
(1)
1 est solution de L0x(1)1 = ζ(t) x(0)1 . En choisissant x(0)1 = 1, la solution s’e´crit
x
(1)
1 =
1
m
∫ t
t′=0
e−d t
′
∫ t′
u=0
ed uζ(u) du dt′ et la seconde correction au seuil vaut
(2)c = −
1
T m
∫ T
t=0
〈
ζ(t)
∫ t
t′=0
e−d t
′
∫ t′
u=0
ed uζ(u) du dt′
〉
s
dt . (19)
Nous allons exprimer cette relation a` l’aide de la densite´ spectrale de ζ. ζ e´tant un
bruit stationnaire, sa fonction de corre´lation s’e´crit 〈ζ(t)ζ(u)〉s = K(|t−u|). Nous notons
D(ω) sa transforme´e de Fourier D(ω) =
∫ +∞
−∞ K(τ) e
i ω τdτ qui est, d’apre`s le the´ore`me de
Wiener-Khintchine, la densite´ spectrale de ζ et ve´rifie
〈ζ(ω) ζ(ω′)〉s = 2 piD(ω) δ(ω − ω′) . (20)
Notons que D(ω) est paire tout comme K(τ). Dans l’e´quation 19, nous remplac¸ons la
fonction d’auto-corre´lation du bruit par la transforme´e de Fourier de sa densite´ spectrale
et effectuons successivement les inte´grations sur u, t′ et t pour obtenir
(2)c = −
1
2 pim
∫ ∞
−∞
D(ω)
i ω (d+ i ω)
dω , (21)
que nous re´e´crivons en utilisant la parite´ de D comme
(2)c =
1
mpi
∫ ∞
0
D(ω)
d2 + ω2
dω . (22)
Nous obtenons la premie`re correction au seuil sous la forme de la convolution de la densite´
spectrale avec la fonction (d2+ω2)−1. Le seuil bruite´ est plus e´leve´ que le seuil de´terministe
et la solution x = 0 est stabilise´e. Dans la limite de fort amortissement m → 0 avec
md = 1, la correction est nulle et, a` cet ordre, le bruit n’a pas d’effet sur le seuil.
Remarquons que la valeur du seuil s’obtient en e´tudiant l’ope´rateur L qui est obtenu par
line´arisation du proble`me initial. C’est un re´sultat qui semble ge´ne´ral et a e´te´ montre´
pour d’autres syste`mes [45]: dans la limite de faible bruit les modifications de la valeur
du seuil ne de´pendent pas des non line´arite´s et sont de´termine´es par le proble`me line´aire.
En introduisant le de´veloppement de x1 et de g dans l’e´quation 12, nous retrouvons
le re´sultat de Lu¨cke et al. concernant l’amplitude a` saturation en fonction de l’e´cart au
seuil [37]. A e´cart au seuil fixe´, celle-ci est plus faible que dans le cas bruite´. Une autre
fac¸on de l’exprimer est que le coefficient de proportionnalite´ entre le carre´ de l’amplitude
et l’e´cart au seuil est une fonction de´croissante de l’amplitude du bruit.
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Pour re´sumer, l’effet d’un bruit faible sur une bifurcation stationnaire est double: le
seuil d’instabilite´ est augmente´ et l’amplitude a` saturation est diminue´e.
Remarquons qu’il est possible de retrouver la valeur du de´placement du seuil a` l’aide
d’un calcul a` la Kapitza [71]. Il s’agit de calculer de fac¸on inde´pendante l’effet de chaque
composante de Fourier du bruit et de de´terminer le de´placement du seuil cre´e´ par chaque
composante par effet de stabilisation parame´trique. Le de´placement du seuil dans le cas
du bruit est obtenu en sommant les de´placements cause´s par ses diverses composantes
de Fourier. C’est un re´sultat surprenant: la nature stochastique du bruit ne joue pas
et le seuil est le meˆme si, au lieu d’un bruit, nous utilisons un signal de´terministe de
meˆme spectre. Dans l’esprit de cette remarque, nous pre´sentons tout d’abord l’e´tude de
l’effet d’un forc¸age parame´trique sinuso¨ıdal de´terministe sur une instabilite´ stationnaire.
Le syste`me expe´rimental est de´crit dans la copie de l’article [36]. Nous pre´sentons en-
suite l’e´tude expe´rimentale de la meˆme instabilite´ dont le parame`tre de controˆle est force´
stochastiquement.
Re´sultats expe´rimentaux
L’amplitude ak des ondes de surface de vecteur d’onde de norme k pour un ferrofluide
plonge´ dans un champ magne´tique vertical B est re´gi par l’e´quation
a¨k = −ω20(B,k) ak , (23)
ou` ω20(B,k) = g k − χ
2
ρ µ0 (2+χ) (1+χ)
B2 k2 + γ
ρ
k3 est le carre´ de pulsation de l’onde, g la
gravite´, ρ la densite´ du liquide, γ sa tension de surface et χ sa susceptibilite´ magne´tique
qui est une fonction du champ B. Aux fre´quences conside´re´es dans l’article, la dissipation
visqueuse est ne´gligeable.
Une instabilite´ a lieu quand la pulsation s’annule. Des ondulations statiques appa-
raissent a` la surface du ferrofluide: c’est l’instabilite´ de Rosensweig.
Il s’agit d’une bifurcation stationnaire dont le parame`tre de controˆle est −ω20(B,k).
Si nous faisons vibrer la couche de liquide verticalement, nous modulons la gravite´ et
la pulsation s’e´crit ω20(B,k) +Ak cos (ωt) ou` nous avons suppose´ que l’acce´le´ration de la
cellule est A cos (ω t). Ce dernier terme joue le roˆle d’un forc¸age parame´trique multiplicatif
de l’amplitude ak.
En supposant que c’est le mode qui a le plus fort taux de croissance, donc la pul-
sation ω20(B,k) la plus ne´gative, qui de´termine l’e´tat de la surface, le calcul pre´ce´dent
permet de pre´dire le de´placement du seuil de l’instabilite´ de Rosensweig cause´ par ce
forc¸age. Celui-ci doit eˆtre plus e´leve´ que lorsque la couche n’est pas vibre´e. Ainsi a` champ
magne´tique fixe´ supe´rieur au seuil d’instabilite´ de Rosensweig sans vibration, si nous
vibrons la couche avec une acce´le´ration suffisante, la surface redevient plane: c’est la sta-
bilisation parame´trique. Nous pre´sentons un article re´sumant l’e´tude expe´rimentale de ce
phe´nome`ne ainsi qu’une e´tude the´orique. Celle-ci diffe`re du calcul perturbatif pre´ce´dent
mais donne le meˆme re´sultat pour le de´placement du seuil d’instabilite´. Elle pre´dit le
champ magne´tique au seuil Bc en fonction de l’amplitude de vibration A. L’accord entre
l’expe´rience et la the´orie est bon. Dans cette e´tude nous nous sommes limite´s a` des
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fre´quences telles que les effets visqueux n’entrent pas en jeu et qu’il n’y ait pas a` tenir
compte de la dissipation dans l’e´quation 23.
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Copie de l’article pre´sentant l’e´tude de l’effet d’un forc¸age
parame´trique sur l’instabilite´ de Rosensweig
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Avec Se´bastien Aumaˆıtre, nous avons modifie´ cette expe´rience afin de pouvoir vibrer la
cellule avec une acce´le´ration ale´atoire ζ(t). Un ge´ne´rateur de fonctions HP 8904 A produit
un bruit de spectre plat jusqu’a` une fre´quence au moins e´gale a` 51.2 kHz. Le signal est
filtre´ par un filtre passe-bande SR 650. Nous obtenons alors un bruit colore´ de largeur
spectrale controˆle´e qui est amplifie´ par un amplificateur de puissance BK 2706 lequel
alimente un vibreur. Le spectre de l’acce´le´ration du vibreur de´pend a` la fois de la tension
applique´e et de sa propre re´ponse en fre´quence. Nous mesurons donc l’acce´le´ration a` l’aide
d’un acce´le´rome`tre BK fixe´ a` la cuve. Le signal est analyse´ par un analyseur de spectre
HP 2706. Pour chaque mesure nous enregistrons le courant I circulant dans les bobines
et le spectre donne´ par l’analyseur. La valeur du champ magne´tique a e´te´ initialement
calibre´e et se de´duit de la valeur du courant I.
L’e´quation qui re´git l’e´volution d’une onde d’amplitude ak et de vecteur d’onde k a` la
surface du ferrofluide est, en tenant compte de la dissipation,
a¨k + dka˙k = (−ω20(B,k)− ζ(t)k) ak . (24)
dk est la dissipation effective subie par une onde de surface de vecteur d’onde k. Dans
la limite d’une couche profonde et pour un liquide de faible viscosite´ cine´matique ν,
dk ' 4νk2 [72].
Pour un mode de vecteur d’onde k fixe´, il s’agit d’une bifurcation stationnaire dont
le parame`tre de controˆle est bruite´. Le calcul pre´sente´ au paragraphe pre´ce´dent est donc
adapte´ a` l’e´tude de ce syste`me et pre´dit l’augmentation du seuil d’instabilite´ de chaque
mode si nous vibrons ale´atoirement la couche. C’est ce que nous mesurons expe´rimenta-
lement: plus le bruit est fort plus il faut imposer un champ magne´tique e´leve´ pour voir
apparaˆıtre l’instabilite´ de Rosensweig.
Nous comparons quantitativement cet effet avec la pre´diction the´orique. A champ
magne´tique fixe´, l’e´cart au seuil vaut −ω20(B,k) et un mode k est stabilise´ si l’amplitude
du bruit ve´rifie
S =
∫ ∞
0
D(ω)
d2k + ω
2
dω ≥ −piω
2
0(B,k)
k2
. (25)
En supposant que la surface plane est stabilise´e si tous les modes sont stabilise´s, la courbe
the´orique pre´disant le seuil de restabilisation de l’instabilite´ de Rosensweig en fonction du
bruit est donne´e par St = −pi ω
2
0(B,kmin)
k2min
. Le vecteur d’onde kmin correspond au minimum
de ω20(B,k)/k
2. kmin et ω
2
0(B,kmin) sont donc des fonctions de B qui donnent la valeur
the´orique du seuil St avec vibration ale´atoire en fonction de B.
S est une fonction de D(ω) la densite´ spectrale du bruit ζ(t). L’analyseur ne donne
pas D(ω) =
∫
K(τ) ei ω τ dτ mais D(f) = ∫ K(τ) e2 i pi f τ dτ . Nous ve´rifions facilement que
D(ω) = D(f = ω/2/pi) ce qui est particulier a` la fac¸on dont nous avons de´fini les densite´s
spectrales. Nous en de´duisons que
S =
1
2 pi
∫ ∞
0
D(f)
f 20 + f
2
df , (26)
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Fig. 5 – Densite´ spectrale de l’acce´le´ration de la cuve. Le vibreur est alimente´ par
un bruit de spectre plat entre 70 et 300 Hz.
ou` f0 = 2νk
2/pi. Un spectre typique de l’acce´le´ration de la cuve est repre´sente´ en figure 5.
Le spectre est assez plat entre les fre´quences de coupure du filtre. Notons que la valeur de
k intervient aussi dans f0 et donc dans le calcul de S de´duit des mesures. Ne´anmoins, la
valeur de kmin est, pour les champs conside´re´s, toujours aux alentours de 600m
−1. Nous
avons utilise´ cette valeur pour traiter les mesures expe´rimentales.
Plusieurs parame`tres du ferrofluide entrent en jeu dans la de´finition de ω20 et le calcul
de St. Ils sont donne´s par le constructeur. Des mesures inde´pendantes nous ont donne´
ρ = 1.22 103 kg.m−3 et γ = 42 10−3Nm−1 notablement diffe´rents de ceux annonce´s par le
constructeur (ρ = 1.26 103 kg.m−3 et γ = 35 10−3Nm−1). Dans la figure 6, nous trac¸ons
la courbe the´orique St donnant le domaine de stabilite´ pour l’instabilite´ de Rosensweig
en fonction du champ magne´tique. Nous y ajoutons les mesures expe´rimentales re´alise´es
pour des bruits de diffe´rentes largeurs spectrales.
Le seuil sans vibration correspond a` Bc = 158± 1G. Il est diffe´rent de celui pre´sente´
dans l’article mesure´ pour un autre e´chantillon de ferrofluide de la meˆme marque mais
plus ancien et aux proprie´te´s physiques le´ge`rement diffe´rentes (notamment la tension de
surface). Plus la vibration ale´atoire est importante (S e´leve´), plus le seuil de l’instabilite´
de Rosensweig est e´leve´: nous appelons cet effet la stabilisation parame´trique stochastique.
L’accord entre les mesures expe´rimentales et le calcul the´orique est bon. Il est donc possible
de de´crire qualitativement ce phe´nome`ne en supposant que c’est le mode le plus instable
qui re´git la dynamique de la surface et en utilisant la pre´diction de Lu¨cke et al. concernant
le de´placement du seuil d’une instabilite´ stationnaire.
A champ magne´tique plus e´leve´, les phe´nome`nes sont diffe´rents. Si le bruit est faible,
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Fig. 6 – Diagramme de stabilite´ pour l’instabilite´ de Rosensweig vibre´e
ale´atoirement dans le plan champ magne´tique B-amplitude de la vibration S. S
est de´fini par l’e´quation 25. Le trait continu est la pre´diction the´orique. La largeur
spectrale du bruit correspond a` (∗) 10− 100 Hz, (o) 70− 100 Hz, () 40− 300 Hz,
(+) 70− 300 Hz. Sous la courbe et les points de mesure, l’instabilite´ de Rosensweig
est pre´sente; au dessus, la surface est plane.
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nous retrouvons l’instabilite´ de Rosensweig. Si nous augmentons l’amplitude du bruit, nous
traversons un nouveau domaine ou` la surface e´volue au cours du temps ale´atoirement
entre eˆtre plane et pre´senter des pics similaires a` ceux de´veloppe´s par l’instabilite´ de
Rosensweig. Plus le bruit est fort, plus les temps passe´s dans l’e´tat de surface plane sont
longs. Des mesures comple´mentaires sont en cours pour caracte´riser les distributions de
probabilite´ de ces temps. Nous nommons cet e´tat intermittent en ce sens que l’e´tat de la
surface bascule ale´atoirement entre deux e´tats. Si le bruit est tre`s fort, la surface plane
est stabilise´e a` nouveau.
Effet d’un bruit de phase sur un oscillateur force´ pa-
rame´triquement
Nous e´tudions un oscillateur force´ parame´triquement par un terme oscillant dont la
phase contient un terme bruite´. L’e´quation re´gissant l’e´volution de l’amplitude de l’oscil-
lateur est
x¨ + ν x˙+ ω20 (1 + h cos (Ω t + ζ(t))) (x− x3) = 0 . (27)
La` encore les syste`mes de´crits par cette e´quation sont tre`s nombreux. Citons par exemple
les ondes a` la surface d’une couche de liquide vibre´e avec un terme de phase ale´atoire.
Nous allons nous placer pre`s de la condition Ω = 2ω0. Dans le cas non bruite´, la solution
x = 0 est instable pour une certaine valeur de h qui de´pend de la dissipation ν et de l’e´cart
a` la re´sonance δ de´fini par Ω = 2ω0 + δ. Si δ est positif la bifurcation est supercritique
et elle est sous-critique si δ est ne´gatif. Nous allons retrouver les meˆmes re´sultats dans le
cas bruite´ en faisant apparaˆıtre une amplitude de forc¸age modifie´e hb qui tient compte du
bruit. Le diagramme de bifurcation du cas bruite´ se de´duit du cas non bruite´ en changeant
h en hb.
De´veloppement perturbatif
Nous nous plac¸ons pre`s de la re´sonance pour un syste`me peu visqueux et notons
δ = ∆ ,
ν = Γ ,
h = H ,
(28)
 est le petit parame`tre du de´veloppement et Γ et H sont d’ordre 1. La croissance du mode
instable se fait sur un temps caracte´ristique qui diverge quand  tend vers ze´ro et nous
introduisons le temps de croissance lent T =  t. Nous de´veloppons l’amplitude suivant
x =
√
 (x0 + x1 + ...). L’e´quation 27 donne au premier ordre en 
L x0 = x¨0 + ω20 x0 = 0 , (29)
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dont la solution est x0 = A(T ) e
i ω0 t + cc, ou` cc est le complexe conjugue´ du terme
pre´ce´dent. A l’ordre suivant en , nous obtenons
L x1 =
(
− dA
dT
i ω0 − Γ i ω0A + ω20
(−H cos (Ω t + ζ(t))A+ 3 |A|2A
+ A3 e2 iω0 t + 3 |A|2A∗e−2 iω0 t + A∗3 e−4 i ω0 t)) eiω0 t + cc . (30)
Dans le cas non bruite´, nous introduisons le produit scalaire 〈f |g〉 = 1
T
∫ T
0
f ∗(t) g(t) dt
pour lequel L est auto-adjoint. La condition de solvabilite´ revient alors a` annuler les
termes re´sonant, c’est-a`-dire dont la de´pendance temporelle est en ei ω0 t. Il faut faire
attention aux termes de la partie cc qui contiennent le terme re´sonant cos (Ω t)A∗ e−i ω0 t =
1
2
A∗ ei ∆ T ei ω0 t + termes non re´sonant. Les autres termes apparaissent de fac¸on triviale
dans l’e´quation 30.
Dans le cas bruite´, nous utilisons la forme biline´aire 〈F |G〉 = 1
T
∫ T
0
〈
f ∗ζ (t) gζ(t)
〉
s
dt ou`
F et G sont deux processus stochastiques de re´alisations fζ et gζ et la moyenne 〈.〉s est
faite sur les re´alisations du bruit. La` encore, L est auto-adjoint. La condition de solvabilite´
permet de de´terminer la nouvelle e´quation d’amplitude. Le calcul est tre`s similaire au
cas non bruite´. Nous nous plac¸ons dans la limite de faible bruit, ce que nous n’avions
pas pre´cise´ jusqu’a` maintenant. En conse´quence, nous supposons que A est de´terministe,
c’est-a`-dire ne de´pend pas de la re´alisation du bruit et nous notons 〈A〉s = A. Ainsi le
terme non line´aire s’e´crit simplement 〈|A|2A〉s = |A|2A. La seule diffe´rence vient du terme
re´sonant proportionnel a` A∗ et s’e´crit 1
2 T
∫ T
0
e−i ω0 t
〈
A∗ei (∆ T+ω0 t+ζ(t))
〉
s
dt. La moyenne
statistique ne porte en fait que sur le terme ei ζ(t). La nouvelle e´quation d’amplitude s’e´crit
donc
dA
dT
= −ΓA+ i ω0H
〈
ei ζ(t)
〉
s
2
A∗ ei ∆T − 3 i ω0 |A|2A . (31)
Si nous notons hb = h
〈
ei ζ(t)
〉
s
, l’e´quation d’amplitude pour le syste`me bruite´ se de´duit
de celle non bruite´e en remplac¸ant h par hb. Si nous trac¸ons le diagramme de bifurcation
dans le plan (δ, hb) ou e´tudions l’amplitude a` saturation en fonction de hb, nous retrouvons
les meˆmes re´sultats quelle que soit la forme du bruit!
De fac¸on tre`s ge´ne´rale, si le bruit est gaussien, nous avons la relation
〈
eiζ(t)
〉
s
=
e−〈ζ2(t)〉s/2 [40]. Le parame`tre de controˆle effectif prend alors la forme plus simple hb =
h e−〈ζ2(t)〉s/2 et se calcule facilement a` partir du moment d’ordre 2 du bruit.
De´terminons le diagramme de stabilite´ associe´ a` cette e´quation d’amplitude et repre´sente´
en figure 7. Le calcul est classique et ne pre´sente pas de difficulte´s. Nous posons A =
B e(−Γ+i ∆/2) T . L’e´quation pour B s’e´crit
dB
dT
= −i∆
2
B + i
ω0Hb
2
B∗ − 3 i ω0 |A|2B . (32)
Nous de´composons B en partie re´elle et partie imaginaire suivant B = X + i Y . X et Y
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Fig. 7 – Diagramme de bifurcation de l’oscillateur parame`trique avec un bruit
de phase dans la limite de faible viscosite´ et proche de la premie`re fre´quence de
re´sonance dans le plan e´cart a` la re´sonance ∆-amplitude du forc¸age bruite´ Hb.
ve´rifient
d
dT
(
X
Y
)
=
(
0 ω0 Hb
2
+ ∆
2
+ 3ω0 |A|2
ω0 Hb
2
− ∆
2
− 3ω0 |A|2 0
)(
X
Y
)
= M
(
X
Y
)
.
(33)
La stabilite´ line´aire s’e´tudie en cherchant les valeurs propres de M dans la limite A = 0.
Celles-ci valent ±
√
(ω0 Hb
2
)2 − (∆
2
)2 et la solution A = 0 est line´airement stable si une des
valeurs propres est plus grande que Γ soit
(ω0Hb)
2 ≥ ∆2 + 4 Γ2 . (34)
Dans le cas non-line´aire, le crite`re d’instabilite´ se calcule de la meˆme manie`re sans prendre
|A| = 0 et correspond a`
(ω0Hb)
2 ≥ (∆ + 6ω0 |A|2)2 + 4 Γ2 . (35)
Si ∆ est strictement positif, ∆ + 6ω0 |A|2 ≥ ∆. Le crite`re tenant compte des non
line´arite´ est plus stricte que sans non-line´arite´. La bifurcation est alors supercritique et,
pre`s du seuil de´fini par ω0 hbc =
√
∆2 + 4 Γ2, l’amplitude a` saturation vaut
|A|2 = 1
6
√
1 + 4(
Γ
∆
)2 (hb − hbc) . (36)
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Si ∆ est strictement ne´gatif, une perturbation d’amplitude finie peut croˆıtre de`s que
(ω0Hb)
2 ≥ 4 Γ2. L’instabilite´ est sous-critique.
Le cas ∆ = 0 correspond a` une instabilite´ tricritique.
De re´centes simulations nume´riques semblent en bon accord avec ces pre´dictions sur
l’effet du bruit sur le seuil d’instabilite´ et sur la saturation non-line´aire.
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Conclusions et Perspectives
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s au seuil d’insta-
bilite´ de la dynamo laminaire dite de Ponomarenko. Nous avons introduit un formalisme
d’ope´rateurs dont certaines proprie´te´s sont relie´es au seuil de l’effet dynamo. L’e´tude de ces
ope´rateurs permet de comprendre les me´canismes d’instabilite´ et d’e´valuer la de´pendance
du seuil en fonction des parame`tres de l’e´coulement. Ce formalisme peut eˆtre applique´ a`
d’autres exemples de dynamos.
De re´cents re´sultats expe´rimentaux ont montre´ que le seuil d’instabilite´ des dyna-
mos actuellement re´alise´es en laboratoire est tre`s peu sensible a` la partie turbulente
du champ de vitesse. Nous montrons de fac¸on ge´ne´rale que le de´placement du seuil in-
duit par la turbulence est au moins quadratique en l’amplitude des fluctuations. Sur
un cas particulier similaire a` l’expe´rience de Karlsruhe, nous calculons explicitement le
de´placement du seuil au premier ordre non nul. Il de´pend de l’he´licite´ de la turbulence
et est tre`s faible si celle-ci est peu importante. Nous ve´rifions ainsi que le seuil d’une
telle dynamo (dont l’e´coulement est tre`s contraint donc pas comple´tement turbulent) est
effectivement peu sensible a` la turbulence. Cet effet pourrait eˆtre calcule´ sur d’autres
exemples d’e´coulements, e´ventuellement au prix d’une re´solution nume´rique. De fac¸on
plus ge´ne´rale, l’influence de la turbulence sur le seuil d’une instabilite´ peut eˆtre e´value´e
de cette manie`re. Un exemple possible est d’e´tudier l’effet de la turbulence sur la for-
mation des rides granulaires a` la surface d’une couche de sable situe´e sous un liquide en
mouvement.
Pour comprendre les me´canismes de saturation du champ magne´tique, nous avons
calcule´ perturbativement la modification du champ de vitesse induite par la force de
Laplace dans le cas d’une dynamo de Ponomarenko dont le cylindre en mouvement est
un fluide conducteur. Le me´canisme de saturation est un freinage du fluide qui diminue
l’induction. En de´terminant une e´quation pour l’amplitude du mode instable, nous avons
prouve´ que cette instabilite´ est supercritique. Il serait inte´ressant de voir si cela est le cas
pour toutes les instabilite´s dynamos engendre´es par un e´coulement laminaire ou s’il est
possible d’avoir une dynamo laminaire sous-critique. Le champ magne´tique a` saturation
pre´dit est alors tre`s faible compare´ a` ceux mesure´s dans les expe´riences. Alors que la nature
turbulente du champ de vitesse joue peu sur le seuil des dynamos expe´rimentales, nous
avons montre´ qu’il faut absolument en tenir compte pour calculer l’amplitude du champ
magne´tique a` saturation. En effet, tous les calculs existants faisaient intervenir le terme
visqueux de l’e´quation de Navier-Stokes et, comme pour notre calcul sur la dynamo de
Ponomarenko, donnaient des champs magne´tiques tre`s faibles. Par analyse dimensionnelle,
nous pre´disons diverses lois d’e´chelle pour l’e´nergie magne´tique. Expe´rimentalement il
191
serait possible de ve´rifier qu’entre en jeu la loi dite turbulente, par exemple en variant la
tempe´rature du sodium liquide donc sa conductivite´. Il serait aussi inte´ressant de ve´rifier
les lois d’e´chelle pre´dites pour des corps en rotation rapide.
En e´tudiant un e´coulement tourbillonnaire de sodium liquide, nous avons mis en evi-
dence plusieurs effets d’amplification d’un champ applique´. Ces effets sont la trace d’un
me´canisme d’instabilite´ et nous espe´rons que la conception d’une expe´rience plus grande
et de le´ge`res modifications de l’e´coulement permettront de franchir le seuil d’instabilite´.
Enfin, nous avons mis au point un formalisme qui permet de calculer perturbativement
l’effet du bruit sur une instabilite´. Nous l’avons applique´ a` quelques exemples: l’instabilite´
dynamo, une instabilite´ stationnaire dont le parame`tre de controˆle est bruite´ et un oscilla-
teur parame´trique avec un bruit de phase. Il semble que les re´sultats pre´dits soient en bon
accord avec les diverses mesures expe´rimentales. Cette technique pourrait eˆtre applique´e a`
d’autres situations, par exemple pour e´tudier l’effet d’un bruit sur le parame`tre de controˆle
d’une bifurcation de Hopf ou pour e´valuer l’effet d’un de´sordre spatial sur une instabilite´
bidimensionnelle a` la surface d’un liquide (modification ale´atoire de la profondeur, de la
tension de surface pour une instabilite´ de Faraday, fluctuation du champ magne´tique pour
l’instabilite´ de Rosensweig). Il doit eˆtre aussi possible de ge´ne´raliser cette approche au
domaine des transitions de phase. Par exemple, nous pourrions e´tudier dans le cadre du
mode`le d’Ising l’effet d’un de´sordre spatial des moments magne´tiques sur la tempe´rature
critique d’une transition ferromagne´tique-paramagne´tique.
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